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内 容 简介 


本 书 以 理论 物理 文献 中 常用 的 语言 深入 浅 出 地 介绍 了 微分 几何 与 拓扑 学 
(涉及 代数 拓扑 与 微分 拓扑 ) 近 几 十 年 来 有 深刻 意义 的 重要 发 展 。 这 些 发 展 与 
理论 物理 的 发 展 是 密切 相关 的 。 全 书 分 三 个 部 分 。 第 1 部 分 介绍 有 关 微 分 流 
形 的 基础 知识 ,包括 外 微分 形式 .斯 托 克 斯 定理 、 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 、. 流 形 上 张 
量 的 微分 运算 、 黎 曼 流 形 和 复 流 形 等 。 第 2 部 分 讨论 微分 流 形 的 整体 拓扑 性 
质 , 包 括 同 伦 性 质 、 同 调 性 质 、 德 。 拉 姆 上 同调 理论 .陈省身 发 展 的 纤维 从 理论 
和 纤维 从 示 性 类 理论 。 第 3 部 分 对 指标 定理 和 和 四维 流 形 的 性 质 作 了 和 较 深 入 的 
探讨 ,着 重 介绍 了 阿 带 亚 - 辛 格 指标 定理 如 何 具 体 应 用 于 四 种 经 典 椭圆 复 形 ,如 
何 应 用 于 杨振宁 - 米 耳 斯 场 (Y-M 场 ) 而 给 出 瞬 子 的 模 空 间 的 维 数 。 在 此 基础 
上 ,又 介绍 了 唐 纳 森 的 一 个 深刻 的 定理 及 其 证 明 的 思路 ,并 扼要 叙述 了 弗 里 得 
曼 和 陶 柏 斯 等 利用 唐 纳 森 这 个 定理 获得 的 重要 结果 :4 维 欧 氏 空间 R* 中 有 不 
止 一 种 ,甚至 不 可 数 的 无 穷 多 种 互相 不 微分 同 胚 的 微分 结构 。 这 与 2 天 4 的 R" 
只 有 唯一 的 微分 结构 有 着 重要 的 区 别 , 从 而 引起 理论 物理 界 的 重视 。 

本 书 可 作为 理论 物理 专业 研究 生 教 材 , 也 可 供 科 研 人 员 参 考 。 
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汪 容 去 世 一 年 多 了 。 为 了 纪念 他 ,浙江 大 学 出 版 社 重 印 汪 容 在 
最 后 还 能 工作 的 几 年 里 完成 的 这 本 著作 。 作 为 多 年 的 老 朋 友 ,我 很 
荣幸 有 机 会 为 本 书 重印 写 序 ,以 寄托 衣 思 。 

我 和 汪 容 相识 在 抗战 时 期 内 迁 贵 州 的 浙江 大 学 。1943 年 ,我 上 
浙大 物理 系 ,在 永 兴 上 课 。 汪 容 比 我 高 一 年 级 ,在 湄 漂 读 书 。 虽 然 相 
隔 约 三 十 里 ,但 两 地 的 学 生 时 常 有 交往 ,我 与 汪 容 也 经 常 切 磋 一 些 物 
理 问题 。 一 年 后 ,我 离开 浙大 去 昆明 读书 。 这 样 , 我 与 汪 容 便 有 一 年 
的 同学 之 谊 。1972 年 ,我 第 一 次 回 中 国 , 提 出 想见 的 人 中 就 有 汪 容 ， 
但 由 于 种 种 原因 未 能 如 愿 。 再 遇 汪 容 , 是 第 二 年 ,1973 年 , 汪 容 率 一 
个 三 人 小 组 访 美 ,了 解 国 外 高 能 物理 发 展 的 情况 ,为 中 国 高 能 加 速 器 
的 预制 作 调研 。 我 在 纽约 接待 他 们 ,根据 他 们 的 来 意 ,我 专门 开车 一 
天 , 带 他 们 参观 访问 。 世 道 沧 又 ,故人 相 见 ,已 是 时 隔 近 三 十 年 。 令 
人 欣慰 的 是 ,虽然 三 十 年 未 谋面 ,我 们 俩 竟 仍 是 同行 。 这 点 我 早已 知 
道 ,因为 汪 容 在 当年 层 子 模型 的 研究 中 是 有 重要 贡献 的 。 后 来 ,在 量 
子规 范 场 论 的 研究 中 , 汪 容 也 有 很 好 的 工作 ,他 的 《量子 规范 理论 ;一 
书 是 国内 最 早 介绍 规范 场 论 的 书 之 一 。 此 是 后 话 。 

我 与 汪 容 这 辈子 一 起 做 的 最 重要 的 一 件 事 是 建立 浙江 近代 物理 
中 心 。1981 年 , 汪 容 回 到 母校 当 教 授 ,他 一 直 和 希望 在 浙江 大 学 建立 
一 个 基础 物理 理论 研究 的 机 构 。1990 年 前 后 , 汪 容 询问 我 有 和 否 此 意 
向 ,我 同意 了 。 而 后 ,时 任 浙江 大 学 校长 的 路 甬 祥 先 生 向 我 发 了 正式 
邀请 。1991 年 ,浙江 近代 物理 中 心 在 浙江 大 学 正式 成 立 , 我 和 汪 容 
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分 别 任 中 心 的 主任 和 副 主任 。 经 过 十 几 年 ,在 汪 容 和 中 心 全 体 成 员 
的 努力 下 以 及 国内 外 同行 的 支持 下 ,浙江 近代 物理 中 心 已 成 为 国内 
理论 物理 学 界 的 一 支 重要 研究 队伍 。 现 在 汪 容 已 经 逝世 ,希望 中 心 
的 年 轻 人 能 把 中 心 越 办 越 好 ,以 慰藉 汪 容 在 天 之 灵 。 

1998 年 以 后 ,我 发 现 每 年 都 参加 中 国 高 等 科技 中 心 顾问 委员 会 
会 议 的 汪 容 不 来 了 。 后 来 , 收 到 他 夫人 的 信 ,说 汪 容 的 记忆 力 严重 误 
退 , 不 能 再 来 开会 了 。 又 听 说 这 本 《数学 物理 中 的 微分 几何 与 拓扑 
学 ;是 汪 容 与 病魔 抢 时 间 ,最 终 得 以 完成 的 。 我 深 深 地 为 汪 容 坚 荐 的 
意志 力 和 高 尚 的 敬业 精神 所 感动 。 现 代 微 分 几何 和 拓扑 学 已 在 物理 
研究 中 起 着 很 重要 的 作用 ,例如 ,高 能 物理 中 的 规范 反常 和 引力 反 
常 , 凝 从 态 物理 中 的 分 数量 子 霍 尔 效应 ,分 数 电 荷 和 分 数 统计 现象 ， 
等 等 的 研究 ,都 与 各 种 物理 空间 中 的 拓扑 性 质 相 关 。 此 书 虽 是 在 病 
中 完成 ,但 汪 容 的 书 仍 保持 了 他 一 贯 的 细致 ,清晰 的 风格 ,描述 清楚 ， 
推导 详尽 。 这 本 书 深入 浅 出 ,渗透 着 一 名 优秀 的 物理 学 家 对 这 些 数 
学 理论 的 深刻 理解 。 我 相信 ,对 于 学 理论 物理 的 学 生 , 这 是 一 本 很 好 
的 入 门 书 。 同 时 ,此 书 对 从 事 相关 研究 的 物理 学 工作 者 肯定 也 有 很 


好 的 参考 价值 。 


2008 年 9 月 4 日 
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前 言 


陈省身 先生 于 1980 年 春季 在 北京 大 学 讲授 微分 几何 时 , 曾 谈 起 
数学 研究 与 理论 物理 研究 之 间 的 相互 启发 和 相互 促进 。 在 他 1982 
年 出 版 的 《理论 物理 与 力学 论文 集 ) 中 有 一 篇 文章 ,题目 是 《微分 几何 
与 理论 物理 》 文 中 画 了 一 个 意味 深长 的 图 : 


物理 
这 个 图 很 形象 地 表达 了 数学 和 物理 的 发 展 既 是 互相 独立 的 ,又 是 互 


相 启 发 和 互相 促进 的 ,陈省身 先生 的 这 篇 论文 使 读者 们 体会 到 在 数 
学 和 理论 物理 的 交 又 中 ,蕴含 着 一 种 十 分 深刻 的 内 在 联系 和 推动 力 。 
在 这 20 世纪 不 久 就 要 结束 的 时 候 , 还 不 能 预言 下 一 个 交叉 点 将 
是 什么 。 但 人 们 已 经 注意 到 ,微分 几何 与 拓扑 学 在 数学 物理 中 所 起 
的 作用 必定 是 十 分 重要 的 。 尤 其 引 人 注 目的 有 两 件 事 : 
(i) 2 维 流 形 的 共 形 变换 群 具有 无 穷 多 个 生成 元 ,这 与 2 二 2 维 


流 形 的 共 形变 换 群 只 有 人 个 生成 元 截然 不 同 ， 


(ii) 4 维 欧 色 空间 尺 ' 有 不 可 数 的 无 穷 种 互相 不 微分 同 胚 的 微 
分 结构 。 这 又 和 7 天 4 的 民 " 只 有 唯一 的 一 种 微分 结构 大 不 一 样 ! 同 
微分 几何 和 拓扑 学 的 进展 有 关 的 数学 与 物理 新 的 交叉 点 将 是 什么 
呢 ? 人 们 正在 拭目以待 。 

作者 深 深 感谢 侯 伯 元 教授 、 沈 纯 理 教 授 和 和 干 丹 岩 教授 的 内 容 丰 
富 的 讲课 和 有 益 的 讨论 。 

汪 容 
1997 年 春 于 杭州 浙江 大 学 
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3 1.1 什么 是 流 形 


流 形 的 概念 来 源 于 欧 氏 空间 。n 维 实 流 形 就 可 看 作 是 由 一 块 块 
R"( 实 ?2 维 欧 氏 空间 ) 黏 起 来 的 结果 。 因 此 ,2” 维 实 流 形 的 最 重要 的 
特性 就 是 在 它 的 每 一 点 的 邻近 ,都 有 维 的 局 部 坐标 系 。 

图 1.1.1 中 ,S! 和 R! 中 
的 开 区 间 a 二 x 二。 都 是 一 维 实 


图 1. 1.2 中 各 个 一 维 图 形 


| 都 不 是 一 维 实 流 形 , 因 为 交 操 
处 及 其 邻近 都 不 与 R' 同 胚 。 


图 1. 1.2 
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BD 站. 


图 1.1.3 图 1. 1.4 
图 1.1.3 中 SS:( 球 面 ) 和 R* 中 的 开 区 间 0 和 zz<a,0<y<2o 都 是 
二 维 实 流 形 。 


图 1. 1.4 中 的 二 维 图 形 不 是 二 维 实 流 形 , 因 为 两 锥 交点 及 其 邻 
近 不 与 R* 同 胚 , 同 胚 的 意义 见 以 下 四 个 定义 。 


定义 1.1.1 设 有 两 个 空间 X 和 Y,jz) 一 y 是 从 空间 X 到 空 
间 Y 的 映射 ,而 且 对 于 每 一 个 yEY 都 存在 zEX( 但 存在 的 过 可 以 
不 止 一 个 ) ,满足 f(z) 王 y, 则 f:X>Y 称 为 满 射 。 


定义 1.1.2 设 在 关中 任意 取 两 个 不 同 的 点 ZX1,X2，Y 中 的 yi 
三 f(z1) 与 y: 王 f(z;) 也 都 各 不 相同 , 则 f 是 一 个 一 一 对 应 的 映射 ， 
简称 一 一 映射 。 


定义 1.1.3 如 果 了 既是 一 一 映射 ,又 是 满 射 , 则 称 f 为 双 射 。 


定义 1.1.4 如 果 X 与 了 之 间 存 在 双 射 关系 ,而 且 上 和 三: 都 
是 连续 函数 , 则 称 X 与 了 之 间 存 在 一 个 同 胚 映射 。 简 称 X 与 了 同 胚 。 


在 同 有 鸭 映射 下 不 变 的 性 质 称 为 拓扑 性 质 。 如 紧 致 性 .分 离 性 . 连 
通 性 、 开 集 维 数 ……: 。 拓 扑 性 质 又 称 拓扑 不 变性 质 。 
根据 “ 同 胚 ”的 定义 ,以 及 实 流 形 是 可 分 (由 一 块 块 R" 黏 成 的， 
本 
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可 以 写 出 实 n 维 流 形 的 定义 如 下 。 


定义 1.1.5 实 ? 维 流 形 M 是 一 个 Hausdorff 空间 , 它 的 每 一 
个 点 有 一 个 含有 该 点 的 开 集 与 R” 的 开 集 同 胚 。 


Hausdorff 空间 和 开 集 都 是 拓扑 学 的 重要 概念 。 


定义 1.1.6 Hausdorff 空间 是 一 个 可 分 空间 ,其 中 任意 两 个 分 
开 的 点 各 自 具 有 互 不 相交 的 开 邻 域 。 


定义 1.1.7 开 集 A 是 给 定 空间 (例如 Hausdorff 空间 ) 中 的 点 
的 子 集合 , 开 集 A 中 的 每 一 点 的 邻 域 都 完全 在 A 之 中 中。 


8 1.2 在 流 形 中 引入 坐标 与 微分 结构 


令 万代 表 定 义 1. 1.4 中 的 同 胚 映射 ,U 是 流 形 M 中 的 某 个 开 
集 , 则 有 
fu:U—> fu(U) (land 
fu(U) 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,(U ,fu) 称 为 流 形 M 的 一 个 坐标 卡 。 
由 于 是 同 胚 映射 ,所 以 可 以 把 fu (z)ER" 在 R" 上 的 坐标 定 
义 成 为 M 上 的 z 点 的 坐标 : 
uw’ = (fu(z)) zEU i=1,2,°…,n Ch 2 2 
并 且 称 w (1 委 i 委 站) 为 xz(zED0) 的 局 部 坐标 。 
又 设 V 是 流 形 M 中 的 另 一 个 开 集 , 则 又 有 同 胚 映射 fvy， 
fv:V>fv(V) (1 228) 


@ 开 集 A 的 定义 与 “ 邻 域 " 的 形状 无 关 , 与 所 选 的 距离 函数 也 无 关 。 
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fv(V) 是 R” 中 另 一 个 开 集 。(U, 刻 ) 和 (V，, 广 ) 都 是 流 形 M 的 坐标 
卡 。 一 般 来 说 ,不 能 整个 流 形 M 与 R" 同 胚 ,所 以 M 需要 用 大 二 个 
开 集 {U.} 来 覆盖 它 , 写成 
UU,.=M (1. 2. 4) 
于 是 就 有 一 系列 的 坐标 卡 (Ui ,fu ), (Us ,fu,),…, 所 有 坐标 卡 的 集 
合 叫 做 坐标 卡 集 x: 
Y={ (U1, fu ), (Us,, fu, ),*} (1. 2. 5) 
设 UNV 壮 名;, 则 fvo(VNWD 和 fv(UNnN VW ,必定 是 R" 中 的 两 个 
非 空 开 集 ,而 且 它 们 之 间 有 如 下 关系 : 
fv* fo :fu UNV UNV) 
fu* fv':fv UNVW=>fu (UNV) 
仿照 (1. 2.2) 式 ,同样 可 以 把 fy(z)E€ R” 上 的 坐标 定义 成 为 M 上 的 
z 点 的 坐标 
vV=(fy(z))’ zzEV j=1,2,°",n (1. 2. 2)， 
于 是 (1. 2.6) 式 就 是 M 上 开 集 UV 中 的 两 种 坐标 必 和 w’ 之 间 的 
坐标 变换 。fu，fv 与 fv， fv' 互 为 逆 变 换 。 
(1.2.6) 式 中 的 fu(U 站 VD 和 fv (UNV) 都 是 R”" 上 的 点 ,所 以 
其 坐标 都 是 实 连续 函数 ,从 而 坐标 变换 万 fv!' 和 fv，fv' 的 矩阵 
元 也 应 该 是 实 连续 函数 ,如 图 1. 2. 1 所 示 。 


(1. 2. 6) 


ee, y") 


UNYV R"(x Xe 


图 1. 2. 1 
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图 1.2.1 中 的 zx' 和 yy' 之 间 的 连续 变换 可 写成 
y 包 一 ( 放 后 有 


CR 
X=(fu fv Cy sy )) = (Cy ,ey") 
其 中 yg 和 y' 都 是 连续 函数 ,并 满足 : 
(UL 人 1 ，。…。， Tm) ! ，。，， m))=y’ 
a (i 


人 
如 果 UNV= 名 ,或 者 UNV 关 名 时 ,坐标 变换 (1.2.7) 式 中 的 坐标 变 
换 函 数 PCz ,…,z") 和 yr(y，…,y") 都 是 C 的 , 则 称 两 个 坐标 卡 
(CU ,万 ) 和 (V, 广 ) 是 C- 相 容 的 .“C- ”的 含义 是 :微分 一 直到 > 次 都 
是 保持 连续 的 。 


定义 1.2.1 设 n 维 流 形 M 上 给 定 的 坐标 卡 集 %={(U ,万 )， 

(U; ,fu,),…} 满 足下 列 三 个 条 件 , 则 ww 是 M 的 一 个 C’ 微分 结构 。 
(1) (Ui,U;,…) 是 M 的 一 个 开 和 覆盖 ( 开 履 盖 是 指 UU; 王 M) 
(ii) 多 中 的 任意 两 个 坐标 卡 是 C- 相 容 的 。 


(iii) xf 是 最 大 的 坐标 卡 集 , 就 是 说 ,MM 上 任意 一 个 坐标 卡 (U， 


f5) 如 果 与 属于 的 每 一 个 坐标 卡 都 C~_ 相 容 , 则 (U, 户 ) 必 也 属于 
%。 于 是 ,就 是 M 的 一 个 Cr 微分 结构 。 


定义 1.2.2 M 上 如 果 有 一 个 Cr 微分 结构 , 则 M 就 是 一 个 Cr- 
微分 流 形 。 


定义 1.2.3 者 流 形 M 上 有 一 个 C” 微分 结构 , 则 M 就 是 一 个 
光滑 流 形 ,或 者 称 为 微分 流 形 (differential manifold) 。 


定义 1.2.4 老 流 形 X 和 YY 不 但 同 胚 (Homeomorphic) ,而且 
i 
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它们 之 间 的 同 胚 映射 是 C” 可 微 的 , 则 称 和 与 了 为 微分 同和 豚 (diffeo- 
morphic) 。 两 个 微分 同 胚 的 流 形 必 定 同 豚 ,但 两 个 同 胚 的 流 形 不 一 
定 微分 同 胚 。 


1956 年 ,Milnor 证 明 : 存 在 若干 种 7 维 流 形 , 它 们 都 与 7 维 球 
S'( 拓 扑 ) 同 胚 ,但 微分 结构 都 各 不 相同 (不 微分 同 胚 )。 

20 世纪 80 年 代 , Donaldson,Freedman,Kirby 和 Taubes 通过 
一 系列 的 研究 ,发现 4 维 欧 氏 空 间 R* 除 通 常 的 微分 结构 外 ,还 有 不 
可 数 的 无 穷 多 种 不 寻常 的 微分 结构 。 换 句 话 说 ,就 是 存在 不 可 数 的 
无 穷 多 种 R“ ,它们 互相 不 微分 同 胚 ,但 是 互相 拓扑 同 胚 。 

以 下 是 微分 流 形 的 几 个 有 代表 性 的 例子 。 

例 1 nn 维 球面 : 


nt1 
Sn"” 一 {(Z，Z2 ZI1) E€ Re > 一 1} 
i=1 


用 两 个 开 集 U+ ,U- 就 可 以 覆盖 。 
北 多 半球 U+ =S 一 (0,0,… ,一 1) ,相应 的 映射 fj 是: 


(zlyz2 se 2 ) (Tm 人 3 
十 。 ?9 》 » 1 十 zzf+1l17?1 十 zz+l 7 ”] 十 zz+1 


南 多 半球 U_ = 二 S$ 一 (0,0，,: ,1), 相应 的 映射 f- 是 : 


1 2 n 
“Eh ya 
1 2 十 1 
f-:(x GS hg ) 中 让。 | | i 


可 证 明 它 们 是 C~” 相 容 的 ,所 以 S” 是 光滑 流 形 。 目 前 ,已 知 除 上 
述 微分 结构 外 ,对 于 S$ ,S ,S 还 有 其 他 的 微分 结构 ,所 以 存在 不 止 
一 种 (拓扑 ) 同 胚 而 又 不 微分 同 胚 的 S',S’”,S"， 

例 2 实 Grassmann 流 形 Gr(N,k) 是 NN 维 向 量 空 间 中 通过 原 
点 的 & 维 线性 子 空间 的 集合 。& 维 线性 子 空间 的 维 数 就 是 ,k 维 线 
性 子 空 ee &)， 所 以 
Gr(N,k) 的 总 维 数 应 该 是 &(N 一 上 
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Gr(N,k) 有 C” 微分 结构 ,从 而 是 &CN 一 &) 维 微分 流 形 。 

例 3 实 nn 维 射影 空间 RP(n) 是 Gr(N,k) 取 N= 二 =n 十 1,k 二 1 的 
实 Grassmann 流 形 ,所 以 它 的 维 数 是 &(N 一 k) 二 nn。 

RP(n) 有 C” 微 分 结构 ,是 实 n 维 微分 流 形 。 

例 4 复 Grassmann 流 形 Gr(N,k,c) 是 复 Cn 向 量 空 间 (C 代 
表 复数 ) 中 通过 原点 的 复 & 维 线性 子 空间 的 集合 。 复 上 维 线性 子 空 
间 的 维 数 是 , 复 & 维 线性 子 空间 在 复 NN 维 向 量 空间 中 取向 的 自由 
度 为 (N 一 &) ,所 以 Gr(N,k,c) 的 维 数 是 &(CN 一 &) (复数 的 维 数 )。 

例 $ 复 n 维 射影 空间 CP(n) 是 GrCN,k,c) 中 取 N=n 十 1 ,k= 二 
1 的 复 Grassmann 流 形 。 它 的 维 数 也 是 &(CN 一 &) 一 7。 

CP(n) 有 C” 微分 结构 ,是 复 n 维 微分 流 形 。 以 下 考察 一 下 
CP(1) 的 性 质 : 

CP(1) 就 是 Gr (N= 二 2,k= 二 1,c), 有 两 个 复 坐 标 , 记 作 z= 
(z1 ,zz) ,zi ,zz 不 能 同时 为 0, 可 取 两 个 开 集 覆盖 : 


(1) Us zo: 取 坐标 ， 6 二 二; 


之 1 


(2) U, zo: 取 坐标 ， - 
在 交 肝 区 (x 9 之 2 都 了 关 0) ,可 取 


U— 1v 


6= 2 utiv, CE te =1 


这 是 一 个 复 解析 映射 , 故 CP(1) 是 一 个 复 解 析 流 形 。 如 果 换 变数 . 


We a 
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( 因 z 十 y: 十 x? 二 1, 仍 只 有 两 个 自 变 数 ) 


则 
u zx/(l+z) 
pee (1—z)/(l+z)’: 1—z 
VU y/ (lz) y 


wtv (I—z)/(liz): 1—z 
可 见 映射 (x ) 的 f:U。 一 U, 就 是 
Be es 0 EN J 
| 人 
对 照例 1 的 2 维 球面 S 的 情况 (x 二 2) ,U1+ 到 U- 的 映射 为 
f: Ur+—>U-,， 


vl 
Pi (er 

由 此 可 见 ,CP(1) 的 两 个 开 覆 盖 U。,U。 之 间 的 映射 关系 与 S’ 

的 两 个 开 覆 盖 之 间 的 映射 关系 只 相差 一 个 镜 象 反射 (前 者 是 了 二 


后 者 是 一 SS ) ,所 以 CP(1) 和 S? 两 个 流 形 不 但 同 胚 ,而 
且 微 分 同 肥 ( 镜 象 反射 不 改变 同 胚 和 微分 同 胚 关系 )。 


定义 1.2.5 若 n 维 流 形 M 的 一 组 开 集 Ui,U,,…( 每 一 个 U, 
都 具有 有 限 的 n 维 体积 ) 的 集合 % 一 {U,} 满足 
UU;=M 
则 称 x 二 {U1;) 为 流 形 M 的 开 和 覆盖 。 


定义 1.2.6 大 以 是 开 履 盖 图 的 一 个 子 集合 ,而 且 必 本 身 仍 是 
M 的 开 和 覆盖 ,% 就 称 为 开 和 覆盖 的 一 个 子 覆 盖 。 


定义 1.2.7 若 开 和 秦 盖 % 一 {U,} 中 的 U, 个 数 有 限 , 则 这 个 履 盖 
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称 为 有 限 和 覆盖 。 


定义 1.2.8 若 流 形 M 的 每 一 个 开 覆 盖 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 ， 
则 流 形 M 是 紧 致 的 ,反之 是 非 紧 致 的 。 


根据 以 上 定义 可 以 推论 R" 是 非 紧 致 的 ,因为 不 可 能 用 任何 有 
限 子 履 盖 把 R" 的 无 限 的 n 维 空间 都 覆盖 起 来 。 反 之 ,S” ,RP(n)， 
CP(n) 以 及 S11 XS!= 二 TT?( 二 维 环 面 ) 都 是 紧 致 流 形 。 

紧 致 性 也 是 一 种 拓扑 不 变性 ,在 同 胚 映射 下 是 不 变 的 。 


定义 1.2.9 两 个 微分 流 形 M 和 NN 的 乘积 流 形 MXN 仍 是 微 
分 流 形 。 若 {U;,f,) 和 {V,,gj;}) 分 别 为 M 和 NN 的 坐标 卡 集 , 且 存 在 
光滑 的 投影 
TL:MXN—>M, I: MXN—>N 
则 MXN 流 形 上 的 坐标 卡 集 就 是 (U; XV,;f,* lg;* I)。 


由 此 可 决定 乘积 流 形 的 微分 结构 : 
M 维 数 十 NN 维 数 二 MXN 维 数 


3 1.3 切 空 间 和 余 切 空间 


设 y= 二 f(z) 是 zz 的 函数 ,z= 二 z(t) 是 1 的 函数 , 则 zx 在 zp 二 x 
(fp) 的 邻近 可 建立 如 下 的 线性 近似 关系 : 
y= fr)t tn), Ef 


= f(zp)+(t—tp) vp fr); (1. 3. 1)1 


推广 到 维 流 形 M, 设 y= 二 f(z,…,zx") 是 工 ，…,x” 的 图 数 。 
we 
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ZX' 二 Xi(t) 是 1 的 函数 , 则 在 x' 二 x5 二 zx' (tp) 的 邻近 ,可 建立 如 下 的 线 


>》 = frh sae, th) + ete) fr ，***,T") 
P 


= f(zh rhs Th) + tp vp (rt ss") 
也 P 
CL 3232) 
其 中 必 一 年 | 是 zx 方向 的 “速度 ”， 
《1.3.1)1 式 和 (1. 3. 2); 式 分 别 给 出 了 f(z) 和 f(x ,…,x") 在 


P 点 随 t 的 变化 ,从 而 又 可 定义 Xe 如 下 (最 |, 一 履 ): 


_d _dz| dd ge 
Xof (2) 一 是 f(z)| 一 时 | wf) | 


(1]. 3，, 1)， 
1 nN d 1 n 
Apf (x ya )= f(T RR 
i P 
_ dz- 9_ 1 see I | 
dt acl 9 9 .万 ) 
1 9 1 n 
一 好 了 1 (x 9 9 ) 号 (1. 3. 2)， 


(1.3.1)， 和 (1. 3. 2)， 式 中 的 f(x) 和 f(z!,…,x") 是 任意 的 函数 , 唯 
有 (1. 3. 1), 中 的 


_d a d 
及 (1. 3.2), 中 的 
_d dd 
ee es | oe 


与 f(z) 和 flx! ，,"…，X” ) 无 关 , 与 坐标 系 的 选择 也 无 关 。 所 以 ,就 把 


。 10 。 
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(1. 3.1); 和 (1. 3.2); 中 的 Xs 二 生 | 定义 为 切 向 量 O。 举 例 来 说 ， 


di |,o 

者 是 在 ” 维 流 形 M 中 有 一 条 在 1 二 0 时 过 了 点 的 曲线 
zi=zxi(P)+wt+O(z) 

则 正好 可 得 到 在 t==0 点 切 于 此 曲线 的 切 向 量 


_ d _ 1 9 
Wi (1. 3. 3) 
上 (1, 9 2); 一 致 。 


定义 1.3.1 过 已 点 的 所 有 切 向 量 的 集合 形成 流 形 M 在 P 点 
的 切 空间 TpCM)。 如 果 327，,…, 了 用 个 , 则 Tp (CM) 就 是 忆 点 的 


n 维 的 切 空间 。 


再 把 切 向 量 Xp 推广 , 即 不 限于 只 在 P 点 有 定义 ,而 且 在 流 形 M 
上 的 每 一 点 都 有 定义 。 于 是 Xp 就 扩充 为 XCz),(1.3.2): 式 就 扩充 
为 


i 
X(z)= 之 EN (1. 3. 4) 
X(z) 是 的 函数 ,代表 各 个 zx 点 上 的 切 向 量 ,所 以 在 每 一 个 点 z= 


(zx ,"…,Xx") 都 有 定义 。 从 而 X(z) 具 有 场 的 性 质 , 取 名 为 切 向 量 场 。 
和 若是 有 任意 两 个 切 向 量 场 


9 We 9 
X(z)= 2 3 (1. 3. 5) 


就 可 定义 它们 的 李 括 号 LX,Yj 如 下 : 
[X,YJf =X(Yf)—Y(Xf) 


@ 本 文 涉 及 的 向 量 均 是 指 任意 维 流 形 上 的 向 量 ,不 同 于 一 般 欧 氏 空间 的 向 量 , 按 国 
际 惯例 ,不 用 黑体 表示 。 
。11 。 
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一 (8 (z ) 2 一 7 ( 工 ) 2 0 (1. 3. 6) 


后 面 在 讨论 李 导 数 时 ,还 会 用 到 李 括 号 。 
接着 再 引入 余 切 空间 : 余 切 空间 的 基 是 dz (i 二 1,2,…,n), 切 空 


间 的 基 是 2,n 是 流 形 M 的 维 数 。 


我 们 把 维 流 形 M 上 尸 点 的 切 空间 TCM) 的 对 偶 向 量 空间 定 
义 为 M 上 PP 点 的 余 切 空间 , 记 作 Tp (M)。 

为 了 说 明 切 空间 和 余 切 空间 的 对 偶 关 系 , 我 们 引入 符号 (,), 它 
的 使 用 规则 就 是 


9 、 9 
dy (1. 3. 7) 
由 此 可 见 
ee 
《dz 本) Di ey (1. 3. 8) 


这 就 是 切 向 量 的 基 ; :和 余 切 向 量 的 基 dz’ 的 对 偶 关 系 。 从 而 以 天 


(一 1,2,…,7) 为 基 的 切身 量 空间 Tp (CM) 和 以 dz (一 1,2，， …,7) 为 
基 的 余 切 向 量 空间 Ts (M) 也 是 相互 对 偶 的 (P 代表 M 上 的 任何 一 
点 )。 


定义 1.3.2 流 形 M 上 的 所 有 各 点 P 的 切 向 量 空间 的 并 集 
TCM 一 UTeCM) (1. 3.9) 


称 为 流 形 M 的 切 丛 。 


定义 1.3.3 流 形 M 上 所 有 各 点 的 余 切 向 量 空间 的 并 集 
T* (M)= UT (M) C1: 3 10> 
称 为 流 形 M 的 余 切 从 。 
。 12 。 
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TCM 和 TCM 都 是 2n 维 流 形 , 局 域 都 是 直 积 流 形 ( 即 n 维 的 
坐标 空间 与 维 的 向 量 空间 的 直 积 )。 
由 于 dz’ 就 是 余 切 向 量 的 基 , 所 以 P 点 的 余 切 向 量 应 写成 
o(P)=o,(P)dx’ 
把 PP 点 推广 到 M 上 每 一 个 点 x (zx ,… ,x"”), 则 形成 余 切 向 量 场 
o(X)=o; (x) dz’ (1. 3. 11) 
进一步 再 设 o,(z) 是 可 微 的 , 则 (1.3.11) 式 的 ol(z) 称 为 可 微 余 
切 场 。 可 微 余 切 场 vc(z) 又 称 为 1- 形式 (因为 式 中 含有 一 个 dz’)。 
若 取 oz) 王 0 , 则 cCz) 一 dz 所 以 dz' 本 身 就 是 一 个 1- 形式 。 


9 1.4 微分 形式 与 外 微分 


定义 1.4.1 1- 形式 dz 与 1- 形 式 dz' 的 Cartan 外 乘 dzx' 人 dz 
是 : 
et 
— 2 dr‘ dxr (1. 4.1) 
(06%, =610! — 0:01) 
dz A dx’ 是 一 个 2- 形 式 ( 有 两 个 1- 形 式 相 乘 ) ,是 一 组 有 两 个 指标 
i,J 的 张 量 的 基 。 
在 流 形 M 上 可 以 建立 张 量 场 
Ka (Cz) 一 广 2 A (1. 4. 2) 


如 果 fj (zx) 为 可 微 的 ,K;(z) 就 是 可 微 的 张 量 场 ,同时 也 是 一 个 2- 形 
式 。 还 可 以 扩充 到 更 高 的 疡 形式 : 
dz 人 … Adz’ 二 0 dz Codze Co…CoOdze (1. 4. 3)) 
其 中 : 
。]3。 
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Sap = | ,k=l n) 
Op eo. Op 


1 p 


1 ”当下 指标 为 上 指标 的 偶 置换 
当下 指标 为 上 指标 的 奇 置换 
0 ”其 他 情况 


| 
| 
| 一 


Cd 3d) 


从 而 可 建立 有 p 个 指标 的 外 微分 张 量 的 基 和 pp- 形式 的 张 量 场 : 


1 . 
KT) Ta dr A A drs 


各 有 


广 形 式 :ap (I) i (CZ)dza 人 人.… 人 dzo 


gq 形式 :8B, (zx) a (z)dz A 人 dz 
则 可 给 出 外 积 ((p 十 9) -形式 ): 
ap (XT) 人 BCZz) i (Z)dzn A 
人 dz 人 dz 人 … A dx’ 
十 ao)1 
- i 


其 中 
1 
KE i “ip Bj1ji, dz 人，… A dx’ 


A dri 人 oo. A dx’ 


(1. 4. 4) 


(1. 4. 5) 


(1. 4. 6)) 


(1. 4. 6), 


注意 (1. 4. 6)， 式 中 的 rs+a(X) 和 (1. 4.5) 式 中 的 as (TXT) ，B (x) 
有 相同 的 外 形 , 函数 刻 -，(z) 和 g;…,(z) 相 对 其 下 指标 完全 反对 
称 。 如 果 M 是 n 维 的 , 则 要 求 p 十 qn, 否则 a,(z) 入 B(x) 二 0, 因 


为 (1. 4. 6)， 式 中 的 指标 21 0 必 有 重复 。 
和 四 
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外 积 满足 结合 律 和 分 配 律 : 
(aAB)AY=aA (BAY) (ld 
(atB)AY=aAy+BAY (1. 4. 8) 
户 形 式 a, (xz) 和 gq 形式 B,(zx) 还 有 如 下 的 交换 律 : 
ap (TX) AB (rz)=(—1)R8, (rz) Ma, x) (1. 4. 9) 


这 可 以 从 (1.4.3)1 式 和 G4.p 的 性 质 (1.4.3), 式 得 到 。 至 此 ,我 们 
已 知 : 
(1) 切 问 量 场 X,Y,Z,… 的 李 括 导 有 如 下 人 性质 : 


© [LXTAMY,Z]=1LX,Z] 二 2LY ,2Z] (1. 4. 10) 
@ LXY|= YX| (1. 4. 11) 
TX Yl Z| 让 PLEY Z| IE X=0 (1. 4. 12) 


这 说 明 切 向 量 场 X,Y,Z,… 的 集合 构成 李 代数 。 
(2) 余 切 向 量 (dz:),(dz), (dz )，…， (dzx”) 也 有 一 个 重要 性 
质 , 以 下 举例 说 明 。 
我 们 把 dx’ 二 (dz') 看 作 矢 量 , 在 n 维 流 形 上 有 个 分 量 ,例如 
取 二 维 流 形 正 交 坐标 : 
(dz )' =dz! ， (dzx’)'=0 
ow J “一 dz 


dx! 一 


则 有 
dx! 人 dz2 一 8 (dz!)'(dz’)i=dz! 。 dz 
取 三 维 流 形 正 交 坐 标 : 
es 
dx! 一 
(dzx!')’=(dzx!)’=0 
(dzx’)’:=dz’ 
dz = 
(dzx’);=(dzr’)!=0 
se 
(dzx’)!=(dzr’;):=0 


dx’ 一 


Me 


名 当 数学 物理 中 的 微分 几何 与 拓扑 学 


则 有 

dz Adzz Adzr’=O% (dr!')'(dzr’)i(dr’)*=dz! » dr? »。 dz7’ 
依 此 类 推 到 n 维 正 交 坐 标 系 ,可 得 

dzl 人 人 dz: 八 … 人 A 人 dx" 二 dx!。dzx*…dzx" 二 体积 元 (1. 4. 13) 

如 果 坐 标 扭转 一 下 ,例如 取 dz: = 二 dz! 十 2dz? , 则 也 有 

dzl 人 dz2z 人 …Adzr"==dx! A dz 入 … 和 人 dz? 一 体积 元 
所 以 无 论 坐 标 轴 怎样 非 正 交 化 ， 

dzl 人 dzx* 入 …A 人 dz" 一体 积 元 (1. 4. 14) 

总 是 成 立 的 。 

对 于 微分 形式 的 微分 运算 包括 : 

d 一 一 外 微分 运算 

DD 一 一 协 变 微分 运算 ( 见 第 3 章 ) 

Lx 一 一 李 导 数 运 算 ( 见 第 2 章 ) 
等 。 这 里 先 给 出 外 微分 d 的 定义 。 


设 有 户 形 式 : 
1 
oo oT fi dza 人 … 人 dz (1. 4. 15) 
它 的 外 微分 是 : 
1 | 
da， prdfs 5 dza 人 .人 dz 
3 dz 人 d 0 人 .人 dz 
p! GE) z :下 TP 


= fa de A A dior (1. 4. 16) 


取 分 母 中 的 (p 十 1)! 是 因为 &…ks+1 的 排列 有 (pp 十 1)! 种 ,其 
贡献 都 相同 。 
再 进一步 作 外 微分 : 
d(df)=d(f,dzx')=f,; dr’ 人 dz 一 0 
。 16 。 


_ 钊 7 部 分 艇 分 流 形 
〈( 因 /一 人 ， ; ) 
dCda，) ed 和 人 dz Adzna 人 … 人 dz 一 0 《1. 4. 17) 
( 因 fi 中 jk 对 称 ,dz A dz; 反对 称 ) 
3 1.5 流 形 的 定向 和 微分 形式 的 积 4 
在 可 微 流 形 M 的 开 和 覆盖 {U,}) 中 ,任意 一 个 开 集 局 都 可 以 有 多 
种 坐标 系 。 其 中 任 取 两 种 坐标 系 (x') 和 (Cy ), 则 可 能 有 两 种 情况 : 
(D 雅 可 比 行列 式 并 汪汪 二 了 >>0, 则 称 坐标 系 (x) 和 (yy ) 的 
定向 (orientation) 相 同 。 
(2) 雅 可 比 行列 起 302 


(入 0 
回 相 反 。 
微分 流 形 M 的 开 有 覆盖 4U.) 之 中 任意 两 个 有 交 的 开 集 U。 和 Un 


的 佣 标 系 (z) 和 (ze) ,在 UNUs( 关 2) 区 域 中 的 ?7 中 是 不 


9(y ，… 多) 
为 零 的 ,于 是 也 可 能 有 两 种 情况 : 
(1) (UD,) 之 中 任何 一 对 U。 和 Us 在 UfUp( 关 名 ) 的 坐标 系 (xz) 


和 (1) 的 雅 可 比 行列 式 叶 二 二 >0， 在 这 种 情况 下 ,微分 流 形 


就 是 定向 流 形 。 
(2){U,} 之 中 并 不 是 每 一 对 U。 和 Us(U, (1Usp 关 名 ) 的 坐标 系 


Cz") 和 (7) 的 雅 可 比 行列 式 20 都 >>0。 在 这 种 情况 下 , 微 
分 流 形 就 是 非 定向 的 。 


以 二 维 曲面 为 例 , 在 环 面 T( 见 图 1.5.1) 上 ,坐标 架 环 绕 一 周 
。 17 。 


<0, 则 称 坐 标 系 (一 ) 和 (> ) 定 


多 轨 数学 物理 中 的 微分 几何 与 柄 朴 学 


后 可 以 回 到 出 发 时 坐标 架 的 位 置 ,所 以 取 每 一 对 U, 门 Ugp 关 如 都 有 


1 [ 旬 多 a 
Cr 0。 这 说 明 T? 是 一 个 定向 的 二 维 流 形 ,但 在 Mobius 


图 1.5.1 图 1.5.2 Mobius 带 
带 上 ,坐标 架 环 绕 一 周 后 有 一 个 坐标 轴 反 回 ( 见 图 1. 5. 2) ,于 是 原先 
的 坐标 与 环绕 一 周 后 的 坐标 的 雅 可 比 行列 式 是 


ax’ 
9 工 1 0 
,| 全 <0 
9y| 10 1 
9y 


说 明了 M6bius 带 是 一 个 非 定向 的 二 维 流 形 。 信 与 M6bius 带 的 差 
别 还 表现 为 六 有 内 外 两 个 侧面 , Mobius 带 则 只 有 一 个 单 侧面 。 这 
个 单 侧面 是 把 内 外 两 个 侧面 竺 接 起 来 的 结果 。 正 是 由 于 内 外 两 个 侧 
面 的 黏 接 , 使 得 坐标 架 移动 了 一 周 后 ,向 上 的 箭头 倒转 (y 二 一 >), 纵 
向 箭头 方向 不 变 (z 一 z) 。 


定理 1.5.1 ?72 维 流 形 M 上 如 果 存 在 一 个 处 处 非 零 的 连续 的 nn 
形式 记 , 则 流 形 M 是 可 定向 的 ,其 逆 定 理 亦 真 。 


证 明 设 w 处 处 非 零 , 则 ww 必定 处 处 大 于 0( 或 处 处 小 于 0) ,从 


而 要 求 在 UNV 区 域 中 邮 ,与 wg , 同 号 , 即 要 求 2 处 


al(y! ,sy ) 
处 大 于 0, 所 以 M 是 定 问 的 。 
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其 道 ; 如果 流 形 M 是 可 定向 的 , 则 在 每 一 个 UPmy 区 域 中 
3 >0, 从 而 uf. 与 mo., 同 号 ,必定 存在 一 个 处 处 非 零 的 
(>0 或 二 0) 连 续 的 产 形 式 忆 。 

当 流 形 仅 有 一 个 坐标 卡 (可 被 一 个 开 集 覆盖 ) ,此 流 形 是 自动 地 
可 定向 的 。 

关于 nn 维 流 形 M 上 的 nn 重 积分 ,我 们 注意 到 dx! Adz 入 … 人 和 
dz 的 坐标 变换 正好 是 


1 2 到 
dy Ady 入 … 人 dy — de Adzz 人 .…. 人 dz 


和 重 积 分 的 被 积 式 中 体积 元 的 变换 一 致 。 所 以 ,在 进行 M 流 形 上 
的 n 重 积 分 时 ,可 选 六 形式 的 r(Cz): 

tz)=dzr!' Adz’ A A dz’ (1. 5, 1) 
为 n 维 体积 元 。 所 以 ,一 个 n 维 可 微 流 形 M 的 开 和 覆盖 {U,} 确 定 以 
后 ,就 可 以 在 M 上 进行 f(x) 的 积分 运算 。 积 分 可 写成 


|f Cr) |f C2)ar eo (1. 5. 2) 
AI AI 

若 ZX ,… ,zx” 取 R” 中 的 正 交 坐标 , 则 简化 成 
|f Creez) = |FCz)dz dz (1. 5. 3) 
M M 


M 的 开 覆 盖 {U。} 中 有 不 止 一 个 坐标 卡 U。 ,Us,，… 时 , 须 分 块 积 分 表 
求 和 。 

设 M 是 一 个 定向 光滑 有 边界 的 ?” 维 流 形 ,rw-: 是 M 中 的 一 个 
(n 一 1)- 形 式 , 它 的 支 集 是 紧 致 的 (f 的 支 集 记 作 Supp f, 是 指 包围 
f 关 0 区 域 的 最 小 的 闭 集合 , 支 集 之 外 f 二 9。 但 支 集 只 是 外 围 , 它 本 
身 并 不 等 于 {x,f(z) 二 0} 的 集合 ),9M 是 M 的 非 零 的 边界 , 则 有 如 
下 定理 。 


。 19 。 


有 党 数学 物理 中 的 微分 几何 与 本 扑 学 


Stokes 定理 


jw- 一 | dw (1.5.4) 
dM M 


证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 把 ww,-: 取 在 开 集 
UCR’ =(z= (x, ,7") ER",r’>0) Cl) 
之 中 ,并 且 设 w,-1 的 支 集 是 紧 致 的 ( 即 w,-1 关 0 的 区 域 不 延伸 到 无 
穷 远 处 )。w,-1 的 具体 形式 一 般 可 取 为 


n 


wi= > (—1)" a dr A 


1 一 1 


a i 
式 中 dx’ 表示 把 dz: 抹 掉 , 则 又 有 
dw = > dz! ep i 
于 是 
天 9 
| dw = > 52dz A A dx” 
U > 十 
2 9 
一 习 | 二 一 dz .dz (1. 5. 8) 
:=1”R 9 


TT 


这 里 选用 了 R’ 的 直角 坐标 ,所 以 可 把 外 乘 符号 人 略 去 。 
再 把 R+ 分 解 成 Ri 和 R”',(1.5.8) 式 右 端 就 有 两 部 分 : 


ne 
jaw = Dar ,Sedr) ded de 


U ?一 ] 


+| (| ee dr"! (1. 5.9) 
R 1 0 OZ， 


由 于 每 一 个 a; 的 支 集 都 是 紧 致 的 ,使 得 


co 了 . zx' = 十 0 
| 二 dz 一 au (rl re") =0 (一 1,2,… ,7 一 1) 
6 局 并 3 


1 
工 二 -一 ~ 
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所 以 (1. 5. 9) 式 右 端 剩 下 了 后 一 部 分 只 含 a, 的 项 


| dw, | a ,XI 0)dz dz (1.5. 10) 
KR 
U 


丸 一 方面 ， 


= | DD ri) dr A 
aR” En 
A dz A*. A dx” 
在 3R1 中 ,zx” 一 0,dz" 二 0, 所 以 >) 中 只 留 下 不 含 dz" 的 一 个 项 ; 
1 一 1 


Jw 一 | A dr: 人 … 

. dx” ! (1.5.11) 

注意 虽然 流 形 39R% 和 R” 在 外 形 上 相像 ,但 是 两 者 的 坐标 和 
定 癌 是 不 相同 的 。R 的 外 向 法 线 的 方向 是 一 e, 二 (0,…,0, 一 1), 故 
R' 的 定向 的 基 的 排列 应 该 是 (一 e, ,el ，… ,es-1), 其 中 法 线 方向 的 基 
(一 e,) 列 在 第 一 。 

与 此 对 照 ,R" 的 定向 的 基 的 排列 是 (ei ,es ,…,e,-1,e,)。 于 是 ， 
在 R" 中 的 坐标 若 取 作 (Czi ,x ，… ,zx”!,x”), 则 相应 地 在 R4 中 的 坐 
标 应 取 作 (y 二 一 x",y 二 X,Y" 二 XTX” )。 

坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 


3(zl a So nl n 
Dd (=) (—1) (1. 5. 12) 
与 (一 qz?) AdzlA 人 A…A 人 dz :一 (一 1)?dz 人 A… 和 人 dz 1 人 人 dz" 一致。 


所 以 ,如 果 把 (1. 5. 11) 式 中 的 | 痪 成 | ， , 则 由 于 坐标 变换 ,得 


和 


有 入 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


ja 本 | 人 
R™! 
dU 
人 … 人 dx”™! 
=- 一 | Q(T yr 0)dzl 人 dz A … A dz 一 
Ri 一 1 


(1. 5. 13) 
与 (1. 5. 10) 式 右 方 一 致 ,得 


|uu- 本 ja (1. 5. 14) 
U aU 


Stokes 定理 得 证 。 
例 设 DD 为 R' 中 的 有 界 闭 区 域 ,9D 是 D 的 2 维 边 界 。 
取 矢 量 上 和 面积 元 dS, 则 有 


|acE .dS) = Ja(BenEdr 人 da | 
D 
= | ew 2 Sn A dr’ A dz 
D 
-3 A dx’ A de | 迁 鼎 人 dx? A dr’ 


| A dr’ A dz 


= | az A dr’ A dz 一 | 党 dz A dzl A dz 
1 9 1 0 


二 | 和 dz A dz A dz 


| Oe | oe 
(3D)) (3D)， 
二 | Edzx! A dz 
(9D), 
= |E a 
aD 


6 


_ 盘 7 部 分 租 分 落 形 


所 以 从 | 到 | 这 一 步 ,必须 把 与 dS 垂直 的 dz' 移 到 最 左边 ,也 就 是 


aD 
说 ,必须 把 与 do,( 即 dzl A dx: ,dx A dx ,dx 人 A dx!) 正 交 的 法 线 
方向 的 dr: 移 到 最 左边 去 。 这 正 是 证 明 Stokes 定理 时 ,R' 中 的 坐标 
应 取 作 yy = 一 x ,y= 二 x1 ,yy” 二 x”! 的 原因 , 见 (1.5.12) 式 。 
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第 2 章 切身 量 和 余 切 问 量 的 
一 些 性 质 和 运算 


3 2.1 切 向 量 场 和 余 切 向 量 场 的 映射 变换 


设 有 两 个 微分 流 形 M 和 ,它们 之 间 存 在 光滑 映射 f 和 反映 射 


三 : 
:M—N -1.N—M 
2 (2. 1. 1) 
p>gq= f(p) q>p=f "(gq) 
(1) 当 ff 作用 于 M 中 的 切 向 量 场 时 ( 称 为 切 映 射 )， 
i 
x=7(D| (2. 1. 2) 
—>Y 二 yp 9 a 
f:X 由 7 (7) ay a (2.1. 3)1 
所 以 对 于 切 向 量 场 ,映射 f 表现 为 zx 一 y= 二 f(x),f 又 称 为 “ 推 前 映射 
(xX—>y)”。 
(2) 当 六 :作用 于 六 中 的 余 切 向 量 场 时 ( 称 为 余 切 映射 )， 
wi (y)= gi(y) dy (2. 1. 4) 
六 : TO (y)—> wl (7) =p de (2. 1. 5)， 
汉 p=/ 1 (9) 
所 以 ,对 于 余 切 向 量 场 ,映射 广 :表现 为 y 一 z 二 广 (y)， 广 :又 称 为 
“ 拖 回 映射 C(z<-y)”。 


把 拖 回 映射 推广 到 阶 余 切 张 量 , 则 有 
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。 弟 2 草 切 向 堪 和 和 侨 女 向 好 的 一 些 人 性质 和 和 冶 算 


1 , ; 
w,(y) tA (y)dya A*…Ady” (2. 1. 6) 


(2. … 对 于 记 …i; 全 反对 称 ) 
fw,(y) >w, (ZX) 


ga(ya rr) ，， 
Ns 1 ee se 
9(Zzoa ， I 人 


A dz 0 


(2.1.1) 式 的 广 和 广 : 是 流 形 M- 二 -=N 和 流 形 N 二 >M 的 映射 。 而 
(2.1.3), 式 的 上 是 入 ;M->N 映射 诱导 的 切 映射 ;(2. 1. 5), 式 的 广 : 
是 广 : :N_>M 映射 诱导 的 余 切 映射 。 为 了 避免 混淆 ,我们 把 诱导 映 
射 写成 f， 和 广 ,从 而 (2. 1. 3)， 式 可 改写 成 ， 


一 二 os Cy C7)) 


9 9 
2 (2. 1. 3)， 
厂 . 就 是 “ 推 前 映射 >。 再 把 (2. 1. 5): 式 改 写成 
5 (> (z= p(y7)) dr (2. 1.5)， 
= 三: (g) 
广 就 是 “ 拖 回 上 映射”。 
Cn 
ff wy (r= ps dt A A 
(2 773 
接连 两 次 “ 推 前 映射 ”: 
9399) 9 399 9 
全 ay 3 IX' Oy Ot 
9 (fz 。 1)、 | 
A C2 1 8 


@ (fe fi) =fzr* fi 与 (fz :有 f1)= 二 f* 有 ni 类 似 ; 
(fz f1)* = 让 ,fz 与 (fo* 用 1)! 二 1* fz 1 类似。 
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多 当 数学 物理 中 的 微分 几何 与 拓扑 学 


接连 两 次 “ 拖 回 上 映射 ”: 
了 2 上 J 
(dz Ee 之 和 9y dz 一 dz 
9yV 97 
人 (2. 1. 9) 


(2.1.8) 式 的 (f，。， 刻 ), 和 (2.1.9) 式 的 (f，。，f1)* 是 对 偶 的 线性 
映射 。 
矿 .与 广 也 是 相互 对 偶 的 线性 映射 ,它们 有 如 下 性 质 
Cf* wi A = wf, XK) An (2. 1. 10) 


证 明 设 ww 二 wi(y)= 二 gj;(y)dy ,X=X(x) =e (zx), 


则 有 


(根据 (2. 1. 3) 式 ) 
9 ，， 
f* w=f" wi (9) =p,(y) Fd 


(根据 (2. 1.5); 式 ) 
所 以 


x OY 9 
Cf’ wi,X), = (9 Fd ae 
=—p (Fle (7) —9, (9) Te' Cz) 


《TI ,f/f X) = (9p;(y) dy 9 所 2) iqgy f(p) 


一 0 (y)6ie: (z)5 35 一 六 (22 (zx) 证 毕 。 
注意 (2.1.10) 式 左 端 是 M 流 形 上 的 函数 :X 是 M 流 形 上 的 
切 癌 量 ,f* wi 是 从 NN 流 形 拖 回 到 M 流 形 上 的 1- 形式 。 


(2. 1.10) 式 右 端 是 N 流 形 上 的 函数 :wl 是 NN 流 形 上 的 1- 形 
。 26 。 


委 2 利 切 向 乌 和 条 切 向 址 的 一 些 烽 质 和 运算 


式 ,f, XX 是 从 M 流 形 推 前 到 N 流 形 上 的 切 向 量 。 
(2.1.10) 式 的 等 号 是 说 左右 两 端 在 对 应 点 (p 点 与 9 二 A(p) 点 ) 
上 取 值 相同 。 


§ 2.2 子 流 形 及 层 状 结构 


n 维 流 形 M 中 的 一 个 m 维 子 流 形 S”(m 二 nn) 是 M 中 的 一 个 光 
滑 子 集 。 在 S”“ 上 ,任何 一 点 的 开 邻 域 都 有 一 个 (x ,x?，…,x”) 坐 
标 系 ;其 余 (n 一 m) 个 坐标 (M 中 的 坐标 ) 是 常数 (oa ,a ,…,a””), 所 
以 在 维 流 形 M 的 坐标 系 中 , 子 流 形 S” 上 每 一 点 的 坐标 是 (x ， 
ee 

现在 从 切 向 量 场 出 发 来 考察 子 流 形 , 先 从 1 维 子 流 形 开 始 。 

M 上 的 1 维 子 流 形 是 曲线 ,曲线 的 每 一 点 都 有 一 个 切 向 量 。 反 


之 ,如 果 在 M 上 给 定 了 一 个 切 向 量 场 X(z) = (zx) 二:, 那 么 ,从 流 


形 上 任意 点 出 发 ,是 否 能 找到 一 条 曲线 ,使 其 上 面 的 切线 恰 为 曲线 所 
经 点 上 的 向 量 场 呢 ? 答案 有 两 种 情况 。 第 一 种 情况 :如果 在 点 PE 
M,Xp 王 0, 则 书 点 称 为 切 向 量 场 上 的 一 个 临界 点 。 邻 近 临 界 点 的 切 
向 量 场 的 性 质 很 复杂 ,与 整体 拓扑 性 质 有 关 , 这 里 暂 不 讨论 。 第 二 种 
情况 :在 非 临 界 点 (简称 普 点 generic point) 附近, 可 以 看 到 必 能 找到 
一 条 ( 且 仅 有 一 条 , 取 Xs 方向 ) 通 过 PP 点 的 光滑 曲线 , 且 曲 线 上 的 切 
线 恰好 与 曲线 所 经 过 的 P 点 上 的 向 量 场 Xp 的 方向 一 致 (这 个 方 回 
与 (1. 3. 2) 式 中 的 vp 相同 )。 这 样 的 曲线 称 为 向 量 场 X 的 积分 曲 
线 。 由 于 每 一 点 的 向 量 场 只 有 一 个 方向 ,所 以 通过 每 一 点 的 积分 曲 
线 只 能 有 一 条 ,不 同 的 积分 曲线 不 相交 。 这 样 得 到 的 每 一 条 积分 曲 
线 都 是 M 上 的 一 个 1 维 子 流 形 S'”。 

推广 到 2 维 子 流 形 S” ( 见 图 2.2.1,M 为 3 维 流 形 ) ,在 每 一 个 

ss 
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S ?上 ,x!' ,x? 是 变数 ,a'( 二 x’ ) 是 常数 , 取 不 同 的 常数 w ,就 给 出 不 
同 的 S? 子 流 形 。 许 多 S? 子 流 形 从 起 来 ,就 形成 层 状 结构 (参看 图 
2.2.1)。 


8 
图 2. 2. 1 
现在 我 们 再 考察 三 维 空间 中 的 角 动 量 算 子 
i 
ee Sy 7 32 
ce 9 
L,= TTY 
ee (2:0) 
它们 满足 如 下 对 易 关 系 : 
ee EN 
Wy On aor 区 ay [a 
EAE ORES 
[LL j=* 3 7 元 ] ss (2. 2. 2) 
9 9 
[LL =x a= Ll, 


三 个 角 动 量 算 子 L, ,L,,L, 实际 上 是 三 维 空间 中 的 三 个 切 向 量 
场 XX ,X,,X,: 
Xl sy (2 
知 用 二 (Xi ,Xi,X;} 来 代表 切 向 量 场 的 集合 ,那么 , (2. 2. 2) 
式 就 表明 了 李 括 号 [X;,X,] 无 一 例外 地 都 是 中 的 三 个 切 向 量 场 
。 28 。 


和 荔 了 ?和 蓝 奶 向 量 和 人 锋 妃 向 量 的 一 些 姓 质 和 和 运 莫 


的 线性 全 加 。 
我 们 还 注意 到 ,L, ,L,,L, 并 不 是 线性 无 关 的 ,因为 
XL 十 yL, 十 zL,= 二 0 (2. 2. 4) 
所 以 在 每 个 (z,y,z) 点 ,独立 的 Xi 只 有 两 个 ,不 是 三 个 。 这 表明 由 
3 二 {Xi ,Xi,X;) 得 到 的 积分 子 流 形 应 该 都 是 两 维 的 曲面 。 取 
A (C2725 
可 以 发 现 
Lr=0, Lr=0, L,.r=0 (C25 2:6) 
所 以 沿 着 任何 一 条 切 向 量 场 的 方向 前 进 ,r 二 (zx 十 十 2 ) 中 总 是 不 
增 不 减 。 从 而 得 知 , 在 3 维 流 形 M 中 ,由 切 向 量 织 成 的 子 流 形 不 仅 
是 两 维 的 曲面 ,而 且 必 定 是 7 二 (xz 十 y 十 zx? ) 人 二 常数 的 球面 , 它 的 
维 数 是 2, 与 独立 的 X; 的 个 数 为 2 是 一 致 的 。 
同时 ,由 于 了 是 一 个 待 给 的 常数 , 它 可 以 取 一 系列 的 数值 ,所 以 
由 上 述 切 向 量 场 的 积分 曲线 交织 成 的 子 流 形 族 必定 是 一 个 同心 球 
面 族 。 
有 一 个 同上 述 子 流 形 及 层 状 结构 有 关 的 定理 叫 Frobenius 定 
理 。 定 理 的 内 容 是 :如 果 在 流 形 M 中 定义 了 m 个 光滑 的 切 向 量 场 
的 集合 
2" ={X),X,,.… ,X,) (2025 
而 且 这 些 向 量 场 的 任何 一 组 李 括 号 LX;,X;j 都 可 以 写成 Xi，… ,XX 
的 线性 组 合 , 那 末 ,这 些 向 量 场 的 积分 曲线 就 能 够 交织 成 一 族 子 流 
形 , 每 一 个 子 流 形 的 维 数 或 等 于 m, 或 小 于 m( 如 果 Xi ,XX ，… ,XX 
不 是 全 都 线性 无 关 ) 。 
前 面 的 邓 二 {Xi,X; ,XX;) 的 例子 是 m= 二 3。 但 子 流 形 是 同心 球 ， 
是 2 维 的 ,小 于 3, 因为 Xi ,X; ,Xs 不 是 全 都 线性 无 关 的 。 
Frobenius 定理 有 两 种 形式 ,上 面 说 的 一 种 形式 是 借助 于 向 量 
场 进行 论证 的 。 另 外 还 有 一 种 形式 则 是 借助 于 余 向 量 场 (1- 形 式 ) 
。29 。 
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进行 论证 的 。 可 以 证 明 两 种 形式 等 价 ,但 由 于 同 后 面 要 讲 的 内 容 关 
系 不 大 ,所 以 就 不 讨论 了 。 


3 2.3 李 导 数 Lx 


设 在 流 形 M 上 存在 可 微分 向 量 场 , 则 可 在 M 上 任意 一 个 也 点 
邻近 选取 坐标 系 (z), 并 引入 切 向 量 场 


X=8 7) 
又 设 K(x) 是 一 个 张 量 场 (包括 标量 场 . 矢 量 场 等 ), 则 可 以 把 李 
导数 Lx 对 KK(z) 的 作用 定义 为 (P 代表 zz 点 ): 


LxK ls =lims(K(z+é(r)t) —K(z)) (2. 3. 1) 
其 中 x 和 &(z) 都 是 矢量 ,t 则 是 一 个 参 变量 。 再 令 

SE g(r) (12 (2. 3. 2) 
就 可 积分 解 出 积分 曲线 : 

rx = (rE) (Xp=x' (zp ,t=0)) (2. 3. 3) 


(1) 设 KK 是 标量 场 f (x): 
Et 9f 
Lxf (x)|p =lim (f(z+ét)— f(z)) =lim 鱼 2 sped 罗 
=¢ |= Xflp (2. 3. 4) 
(2) 设 KK 是 向 量 场 Y(z) 一 7 (7)2 
Tr 
(zx' =z' 十 &it， ee 


LxY(z)|p =lim(7 (x+) 一 7 CD 元 Se | 


dd; ge 名 J 2 项 
人 0 区 ，, 略 去 Ns 


。30 。 


第 2 曹 切 向 乌 和 人 笑 切 向 面 有 的 一 些 糙 质 和 运算 


—lim (z+) (0 — #7 )|; 


ee 4 : Eva k 96 
Lim 一 ((7 (7) TI (ZX)t) 0 Jr 


9 
7 CT)F7) 中 


=lim 二 (CCz) 一 1 (z)3 


9 
/ACS bs 


9 工 
(3) 设 KK 是 1- 形 式 w(x)= 二 w(x)dr’: 


=¢ (7) [XY], (2.3.5) 


Lxvw, (xX) dr: =lim> ( (mw (2) + ee : 


tit”0 


入 ) 


ey )+ et : 


t—0 


。 (®, + 3 ja — vw, Cz) dr’) 


a et 


一 (wz) 98 d om 


9x! ) 


(4) 设 K 是 一 个 任意 的 张 量 疡 Ta% ,用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 

对 于 每 一 个 下 指标 ,Lx 的 作用 可 按 (2. 3. 6) 式 的 1- 形式 处 理 ;对 于 

一 个 上 指标 ,Lx 的 作用 可 按 (2. 3. 5) 式 的 矢量 场 的 方式 处 理 ; 对 于 

含 指标 的 部 分 可 按 (2. 3. 4) 式 的 标量 场 的 方式 处 理 。 此 外 ,还 有 三 
个 有 趣 的 性 质 ， 


= (w, (x) -十 6]dz (2. 3. 6) 


。 3] 。 
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中 Lx 作用 在 标量 场 仍 得 标量 场 ,Lx 作用 在 向 量 场 仍 得 向 量 场 ， 
Lx 作用 在 1- 形 式 仍 得 1- 形式 ,所 以 Lx 是 不 改变 张 量 场 类 型 的 线性 
算 子 。 

@ Lx 是 可 以 作用 在 张 量 场 上 的 微分 算 子 ,也 是 可 以 作用 在 微 
分 形式 上 的 微分 算 子 ,而 外 微分 算 子 d 则 是 仅仅 能 作用 在 微分 形式 
上 的 微分 算 子 。 

Lx 存在 的 前 提 是 流 形 上 需要 给 定向 量 场 X;d 不 需要 在 流 形 
上 的 任何 附加 结构 。 


§ 2.4 内 积 算 子 ix 和 三 个 Cartan 公式 


矢量 X= 元 
万 


的 内 积 是 一 种 运算 ,用 符号 ixw 或 i(X)w 来 表示 。ix 的 性 质 是 : 
(1) ix 使 万 形 式 降 为 如 1 形式。 


-与 微分 形式 世 一 za dx" Adza A 人 dx? 


(2) ixf =0 (2. 4. 1) 
其 中 了 是 普通 函数 。 
(3) ixdz’ =é (2. 4. 2) 


相当 于 《dz’,X) 一 外 ( 见 (1.3.7) 式 ) ,可 见 ix 是 第 1 章 说 过 的 矢量 
:与 1- 形式 dx’ 的 收缩 的 一 种 推广 。 


(4) 1xlx 一 0 (2. 4. 3) 


证 明 设 有 wi,,,i,… dzr1 A dx? 人 dzx3 人 … ,其 中 人 
11 ,12 ， 73 ,全 反对 称 , 则 
ixw = wj dz2 dza A 


ixixw 一 名 6 i dr’ 人 “00 
因为 6&* 对 jk 对 称 ,wi 对 jk 反对 称 ,得 证 。 
. 32 . 
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(5) ix 是 奇 微分 算 子 ,有 如 下 性 质 
ix Cap AB)= (ixagp) ABst (ixBs)(—1)m Aa, (op ,B, 对 易 ) 
一 (ixas) Ap 十 (一 1) 加 (一 1)2s Da 
A (ixBs) (as ,ixB。 对 易 ) 
=(ixay) ABi+(—1)?a, A (GixB,) (2. 4. 4) 


以 下 就 来 证 明 三 个 Cartan 公式 


1. [Lx,d|=0 
证 阴 
(1) 作用 在 f 上 : 
ge 
Lxdf—¢ 51 dr td 
( 见 (2. 3. 4) 式 ) 
Ler=e 2 


dLxf —& ge fa 


所 以 ee (2. 4. 5) 
(2) 作用 在 1- 形 式 上 ,一 Yi dr’ : 


dz 一 duidr) 一 3 A dz 


9 w Vi] 9ruj 9 人 
a ee 

a i dr 人 dz 2 2 Ad 

十 32 SE dr Adz | 
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Lxw = (mw 2 和 5 二 3 Fé ) dz 


( 见 (2. 3.4) 式 ) 
Ovwx 9 全 9 3 w, ) 9 兰 、，， 
Ue [ "0 | We FoT | rare dz Ne 
(第 二 项 39xi9x’ 对 称 , 得 0) 
所 以 [Lx,djw= 二 0 (2. 4. 6) 


(3) 作用 在 w* Aw” 上 ,并 设 [Lx,djw*==0,[LLx,djw”= 
Lxd(ws Aw?)=Lx (dw Avwstrws A dws) 
一 LyxdroA Avwi+dws A Lxws 
十 Lxrw A dw 十 ws A Lxdrws 
dLx (we Aw?)=d(Lxw’s Aw?iws A Lxws®) 
一 dLxro4 As 十 Lxro4a A dws 
二 dws 人 Lxros 十 ro4 A dLxvww? 
所 以 LLxydj(a Aws)= [Lx ,djdw es Aw tw ALLx dj 


二 0 
总 之 ,无 论 对 于 何 种 wt 形 式 w" (包括 0- 形 式 ) ,下 式 都 成 立 : 
Lxsd wy 二 0 (2. 4., 7) 
所 以 [Lx ,dj 二 0 (2. 4. 8) 


2 Lx=d S ix 十 1x 。d 
证 明 
(1) 作用 在 f 上 ( 取 X= ,并 利用 (2. 4. 2) 式 ): 


Lxf =¢ 法 


; 5 . 9 | 9 
(d。 ix 十 1x a d) f= 1x 3 df=ix Shdr'—e 法 


。34 。 


逢 2? 香 妃 向 量 和 及 妃 向 量 的 一 些 权 质 和 运 莫 
所 以 Lxf= 二 (d* ix 十 ix。d)F (2. 4. 9) 
(2) 作用 在 1- 形 式 上 : 


. 9 
Lxrzo, dz 一 (了 十 uw 3 Jdr’; 


ox’ 


J 


(d ix 十 1x 息 d) ww, dx’ 一 dq。 YE: 十 1x 
9z 


> 3 
= dr tw, Sed 


9 vwi k ，_ gru， 下 本 
tt dz 本 dz 


0 
所 以 Lxwidzi 二 (d* ix 二 ix * d)wi;dz’ (2. 4. 10) 
(3) 作用 在 w+ 一 ap 和 人 B, 上 :其 中 a 为 p- 形 式 ,B, 为 q- 形 式 , 而 
且 已 知 Lxas 一 (d。ix 十 ix。d)a,Lxp, 一 (d。ix 十 ix。d)8, ,就 可 得 
Lx(asA 人 Ap) 一 (Lxay) Ap 十 (LxB,)( 一 1) 和 人 as 2 
(参见 (2. 4. 4) 式 推导 ) 
=[(d* ixtix* da,] Ap， 
+[(Cd* ixtix * d)B,(—1)” Aa,] 
已 知 Lx 和 (d，ix 十 ix。d) 都 不 会 改变 ww 和 p。, 的 张 量 类 型 ， 
所 以 
Lx(Cas AB)=[(d* ix 十 ix。d)a] 人， 
二 au ALCd* ixtix * d)p,] 
=[(d* ixtix * d) (a, AB,)J 


即 

Lxrw,+s=(d a ix 十 lx d) rw,tra (2. 4.11) 
故 无 论 对 于 何 种 形式 w" (包括 0- 形 式 ), 下 式 都 成 立 : 

Lx 一 (d。 ix 十 ix d) (2. 4. 12) 


。 30 。 
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3. [Lx ,iy | = irx,y) 
证 有明 

(1) 作用 在 f 上 : 
Lx 和 lyf — 1y 相 Lx 太 一 0 一 ly 。 & 9 


9 工 
(2) 作用 在 1- 形 式 上 : 


w= ww, dz’ 


=0=1rx,yf 


Lx 。 jyzo;dz 一 ly Lxwidz =Lxw,y’ — iy 


DZ 9 Ske 9 工 
_/» oN 9é 
(8 gr’ 7 9z’ )w: 
=1rx,yj wdx’ (2. 4. 13) 
因为 
9 9 9 全 9 
一 ee 
加 组 | gx 0 = 6 zeDZ? 7 dr Or* 
6 
人 9 
所 以 
i d i /pe 3 jw ( 即 (2 
[X,Y] Wa QT 矿 Fe (C2. 4. 13) 式 ) 


(3) 作用 在 ws; ,= 二 ww, 人 rw 上,w。 和 ww 分 别 是 pp- 形式 和 9g- 形 
式 , 而 且 已 知 [Lx ,iy jvw, 二 icx,yjrwp ,LLx ,ly jw 二 irx,yj wa ,于 是 
[Lx iy jCw, Mw,)= (ELx ,iy Jw,) A ww, 
a 
= (lx,y] ws) AM wa 


。 30 。 
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十 (icx,yj rw) (一 1) 名 人 
=1rx,y] (Ww, A wo,) 

即 

[Lx ,iy jwptre = itx,y wp 
于 是 下 式 一 般 都 成 立 : 

[LLxyir] 王 ix (2. 4. 14) 

在 微分 形式 的 分 析 中 , 式 (2.4.8), (2.4.12),(2.4.14) 三 个 

Cartan 公式 都 是 有 用 处 的 。 


8 2.5 齐 李 群 空间 


如 果 M 是 一 个 微分 流 形 , 李 群 G 可 迁 地 作用 在 M 上 ,就 称 G 为 
M 上 的 一 个 可 迁 变 换 群 ,M 称 为 G 的 群 流 形 。“ 可 迁 ” 的 含义 是 :对 
M 中 任意 两 点 z,y, 总 存在 CG 中 的 元 素 g 将 x 变 到 y, 即 gz 一 y。 

举例 如 下 : 

我 们 考察 SU(2) 群 ,SU(2) 群 的 所 有 的 和 矩阵 都 具有 如 下 形式 : 


8 3 ,aa 十 88 王 1 (2. 5. 1) 
SU(2) 群 的 三 个 生成 元 是 : 
0 1 0 一 1 1 0 
-| | =| | =| | (2. 5. 2) 
1 0 1 0 0 一 1 


于 是 每 一 个 群 元 g 都 可 写成 (nf 十 难 十 nt 二 1)9， 
1 0 i0n*e0o 
0 汕 2 ) 


@ ”任何 SU(2) 群 的 群 元 都 可 写成 exp(ias。X。), 其 中 as(4 二 1,2,…,n) 是 实 参数 ,X。 
是 互相 线性 独立 的 厄 米 算 子 ,要 对 重复 的 a 求 和 。 


iGn 。o/2 = 


8 一 
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le ed) 


2 2 
i + 让 (四 2) + (2. 5. 3) 


(n . 加) 一 (7101 十 ns0， 十 nn303) (nioil -es 十 na0s) 
1 0 
0 1 


1 0 
二 (ni 十 2 十 ns) , -| (2. 5. 4) 


代入 (2. 5. 3) 式 ,得 
ne 
+ (i 。 (各) 一 吝 ( 。 ) (了) + 二 Co 。 (5) 


1 0 
-eos()|, | ine osin(§) (2. 5.5) 
注意 这 里 的 0 是 0 科 4 委 2r。 


(2. 5. 5) 式 又 可 写成 : 


到 一 


1 0 
0 tion ior tion 


8 一 
其 中 
z=cos (5S)， z=msin($) 
(2. 5. 6) 
z=msin(S) z=msin() 
所 以 zx 十 zx? 十 zx? 十 x? 二 1 (0 委 0 委 2r) (2;5.7) 


可 见 (2. 5. 6) 式 给 出 的 g 的 参数 (xo ,zi ,zz ,zs) 必 定 是 S: 上 的 某 个 
点 的 坐标 。 所 以 ,(2. 5. 7) 式 所 代表 的 超 球 面 $ 就 是 SU(2) 群 的 群 
流 形 。 
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还 应 该 看 到 ,如 果 给 定 了 两 个 群 元 gil,gz, 就 一 定 可 以 在 $ 上 
找到 两 个 点 Xx 二 (zxo yziyX2yX3) TX 二 (X09X 197T 2 97X 3), 和 g1 ,gs 对 
应 。 还 一 定 可 以 找到 一 个 g ,使 得 

ES。8I 一 gs (2. 5. 8) 
因为 g 只 有 4 个 待定 参数 ,而 g* gi 二 gz 正好 给 出 4 个 条 件 ,所 以 g 
的 解 是 存在 唯一 的 。 

因此 ,(2. 5.7) 式 的 S 流 形 就 是 李 群 SU(2) 的 “ 群 流 形 ”;SUC2) 
则 可 称 为 $ 流 形 的 “可 迁 变 换 群 ”。 

以 下 顺便 介绍 几 个 与 群 流 形 有 关 的 名 词 : 

设 + 是 M 上 的 点 ,g 是 G 群 的 群 元 素 : 

(1) 如 果 存 在 gE€G,gzx 二 x, WwE M, 则 g 二 e 是 恒 等 元 ,此 时 称 
G 有 效 地 (effectively) 作 用 于 M( 恒 等 元 e 只 有 一 个 ) 。 

(2) 如 果 有 一 个 点 zo。 EM( 但 不 是 下 EM) ,而 且 有 一 组 g( 不 是 
一 个 g) 满 足 gz 一 zo, 则 这 组 g 形成 G 的 一 个 子 群 C。 : 

C- ={(g€Glgzxo=zxo EM) (2. 5. 9)1 
Gs 称 为 ze 点 的 迷 向 子 群 (isotropic subgroup)。 

(3) 如 果 ze 点 有 迷 回 子 群 C- ， 则 满足 C- zo 二 zx。。 再 取 男 一 个 

点 8Xo 王 TX, 必 有 

(gG, 8 ')X—=gG Zo 一 gzZo 一 工 
可 见 , 在 gzo 一 工 点 也 必 有 迷 回 子 群 C-: 

G- 一 85G- g '={g EGlgr=zx€EM) (2. 5. 9)， 
这 里 g 由 gx。 二 zz 唯一 确定 ,所 以 C.= 一 gs5C。 g 与 C-. 是 同 构 的 。 依 
此 类 推 , 奋 有 一 个 点 ze 有 迷 辐 子 群 G, , 则 每 一 个 点 xz 都 有 迷 向 子 
群 G; ,而 且 各 迷 向 子 群 C. ,C.。 ,G:,,… 相 互 同 构 。 

(4) 和 奋 有 一 点 zoEM, 在 群 G 的 所 有 元 素 g 的 作用 下 , 则 所 可 
能 达到 的 各 点 的 集合 O. 称 为 群 C 的 轨道 , 记 作 

O;, =G, ={grzolg EGIEM 
ee 
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(5) 车 两 个 轨道 有 交 :O, 门 O, 关 久 , 则 G. 所 能 达到 的 点 必定 
也 是 Gs 所 能 达到 的 点 , 即 O. =O。 。 
证 明 在 OOy 中 任 取 一 点 =, 则 必 有 有 zxo 一 Ex 一 
于 是 
a 
可 见 C. 所 能 达到 的 点 ,必定 也 是 C* 所 能 达到 的 点 。 从 而 
0, =0, 当 O. NO #8 
(6) 由 于 不 同 的 轨道 一 定 不 相交 ,所 以 不 同 的 轨道 就 构成 流 形 
M 的 划分 。 如 果 把 每 一 个 轨道 看 作 是 一 个 点 , 则 这 些 点 构成 的 流 形 
就 叫做 轨道 空间 M/G。 
例 O(n)/O(n 一 1)=S"!。 (2. 5. 10) 
说 明 已 知 当 R 给 定时 ,n 维 正 交 群 O(n) (O(n)=={A|A=nX 
n 和 矩阵 ,A'A= 二 FE)) 的 轨道 是 半径 为 RR 的 S"'!'(n 一 1 维 球面 ,S :一 


{zi1z|==R}))。 但 O(n):S"! 一 S"! 不 是 1: 1 对 应 地 映射 到 S" 


上 每 个 点 ,有 一 个 O(n 一 1) 迷 向 群 (例如 S$ 上 任 取 一 点 zo, 并 以 xz。 
点 为 南极 或 北极 , 作 OC(2) 旋 转 , 则 OC(2) :zo 一 x。。 可 见 $ 上 每 一 点 
都 有 一 个 迷 向 子 群 0(2))。 因 此 ,S” 上 的 每 一 个 点 对 应 于 O(n)/ 
O(n 一 1) 的 每 一 个 点 。(O(n 一 1) 是 O(n) 中 的 迷 向 子 群 ) 


$ 2.6， 李 群 空间 上 的 不 变 
向 量 场 和 不 变 余 向 量 声 


在 李 群 G 中 任 取 一 个 群 元 gEG, 定 义 李 群 流 形 G 的 左 平移 映 
射 L。 如 下 : 
L,:G—G 
gL,(g) 一 ag EG (a,g 都 是 群 元 ) (2. 6. 1) 
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若 切 向 量 X(g) 是 左 不 变 的 , 则 L。 作用 在 M 上 g 点 的 切 向 量 X(g) 
上 时 ,要 求 满足 


LX(g)=X(L,(g))=X(ag) (2. 6. 2) 
所 以 ,对 于 左 不 变 向 量 场 ,必定 有 
LX CL OD XC EEG) (2. 6. 3) 


就 是 说 , 当 g 跑 遍 G, 恒 等 元 e 处 的 一 个 向 量 X(e) 可 以 通过 左 同 胚 
变换 给 出 群 上 的 一 个 向 量 场 X(g), 而 且 这 个 癌 量 场 显 然 是 左 不 变 
的 ,因为 自 (2. 6. 3) 式 得 到 

LX(g)=X(L,(g))=X(ag) 
正好 符合 (2. 6. 2) 式 关于 左 不 变 的 要 求 。 

李 群 G 的 群 流 形 M 上 的 左 不 变 向 量 场 是 在 M 上 整体 定义 的 ， 
而 且 都 是 可 微 向 量 场 。 

由 于 维 李 群 G 有 个 互相 独立 的 群 元 g1，,g2 ，,"… ,gn， 所 以 满 
足 (2. 6.2) 式 的 左 不 变 向 量 场 X(g,) (i 二 1,2,…,n) 应 该 有 7 个 , 它 
们 都 满足 : 

LX(g;)—=X(L,(g,))=X(ag;) (i=1,2,.,n) 

在 齐 性 空间 的 e 点 的 n 个 左 不 变 向 量 场 X(g,) 张 开 一 个 n 维 的 
左 不 变 切 空 间 T.(G)。 

L,: T.(G)—>T,(G) (2. 6. 4) 
当 g 跑 遍 G ,就 得 到 G 上 的 一 个 左 不 变 切 从 T(G)( 所 有 的 T,(G) 的 
集合 ) 。 

右 不 变 向 量 场 的 讨论 和 左 不 变 向 量 场 类 似 , 就 不 重复 了 。 

以 上 讨论 的 是 不 变 向 量 场 , 它 的 特点 是 把 群 元 素 gE€G 与 齐 性 
流 形 M 上 相对 应 的 g 点 的 切 向 量 X(g) 联 系 起 来 ,建立 一 一 对 应 关 
系 ,使 对 于 每 一 个 SECG 都 成 立 。( 见 (2. 6.2),(2. 6. 3) 式 ) 

不 变 余 向 量 场 的 情况 也 有 些 类 似 。 设 也 是 群 流 形 上 的 余 切 回 
量 (1- 形 式 ) ,如 果 w 满足 

yy 
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Luw 一 oO 下 EG (G 是 一 个 矩阵 群 ) (2. 6.5) 
就 称 为 左 不 变形 式 ,例如 Maurer-Cartan 形式 
w=g dg (2. 6. 6) 


是 一 个 1- 形 式 , 群 元 g 可 连续 变化 。 对 g 左 作 用 一 个 常数 群 元 go， 
8g 阅 gog， 就 得 

Ls, w=—=(gog) 'd(gog)—=g 'go 8odg 一 8 dg=w (2. 6.7) 
表明 ww 确 是 一 个 左 不 变 的 1- 形式 。 

可 以 把 左 不 变 1- 形 式 w 按 李 代数 G 中 的 常 矩 阵 4。 来 展开 : 
Ee; 
21 
在 式 (2. 6. 8) 中 ,4。 都 是 互相 独立 的 ,所 以 每 一 个 B, 都 是 左 不 变 的 
1- 形 式 。 

由 dl(g 'g) 二 0>dg“ 。，g 十 pg“ 。dg 一 0 得 


w=g dg 一 G， (2. 6. 8) 


dg :十 g dgg '=0 (2. 6. 9)， 
由 dl(d(g 'g)) 二 d(dg ，，g) 十 d(g !'。dg) 二 0 得 
—dg 人 dg 十 d(Cg 'dg)=0 (2. 6. 10) 


将 (2. 6.9); 式 代 入 (2. 6. 10) 式 得 
gidgg-1Adg 十 dCg 'dg)=0 


整理 后 写成 
g dgAg :dg 十 dCg dg) 一 0 (2. 6. 11) 
再 把 (2. 6. 8) 式 代入 (2. 6. 11) 式 ,得 
Aa b 人 。 ya 
dgp, 让 十 区 人 区 二 0 (2. 6. 12) 


式 (2. 6. 12) 是 Maurer-Cartan 结构 方程 的 第 一 种 形式 (和 矩阵 形式 )， 
它 反映 了 左 不 变 余 向 量 场 的 特性 。 


@ 在 数学 书 上 有 时 把 作用 在 切 向 量 上 的 L。 写成 L。 x ,把 作用 在 余 切 向 量 上 的 L。 
写成 Lz ,这 里 都 把 x 省 略 了 。 
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(2. 6. 12) 式 又 可 写成 

a 
0 dG， pr ts, SAW p15. A 2j 
A 

一 和 芝 十 万 吕 人 名 | 备 , 竹 | 


>d@, + /4D NB.—0 (2. 6. 13) 


(2. 6. 13) 式 是 Maurer-Cartan 结构 方程 的 第 二 种 形式 , fj. 是 李 群 G 
中 与 常数 矩阵 [4 ,hj 有关 的 结构 常数 。 
我 们 再 来 考察 右 不 变 的 情况 。 取 右 不 变 的 Maurer-Cartan 


形式 : 
w=—=dg*g! (2. 6. 14) 
Rs w=d(gg0o)* (gg0) '=dggogi'g—=dg* g !=w 
(2. 6. 15) 


表明 w 是 右 不 变 1- 形 式 。 按 常 矩阵 1。 展 开 : 
二 


内 一 dg。g&g -1 一 a (2. 6. 16) 
每 个 8 都 是 右 不 变 的 1- 形式 
d(gg ')=0—>dg*g 'g*dg '=0 
则 得 
dg 十 gdgg '= (和 (2. 6. 9); 式 相 同 》 (2. 6. 9)， 
由 dl(d(gg ')) 一 d(dg.*g ') 十 d(g。dg ') 二 0 得 
一 dg 人 dg '+d(g* dg ')=0 (2. 6. 17) 


(2. 6. 17) 式 又 可 写成 
一 dgA 人 dg '—d(dg*g ')=0 
利用 (2. 6. 9)， 式 得 
dgg :人 dgg :一 d(dege，。，g ')=0 (2. 6. 18) 
再 把 (2. 6. 16) 式 代入 ,得 
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守信 @@' 汉 一 dy (2. 6. 19) 
21 21 
二 A 42 
p< Di > Be ND, 人 
dp, —3 fp AB.’=0 (2. 6. 20) 


可 见 , 从 左 不 变 和 右 不 变 得 到 的 Maurer-Cartan 结构 方程 (2. 6. 13) 
式 和 (2. 06. 20) 式 是 相似 的 ,只 是 于 5 fa Ds A DD. 项 相差 一 个 正 负 号 , 另 


外 还 有 一 个 更 简捷 的 推导 : 自 gg 一， 
(dg 1)g 十 g-1(dg) 王 0 一 dg 一 一 gdgg 
对 w=g dg: 
因为 dz 一 dg 1 人 dg 一 一 g dgg !'Mdg 
一 一 8g8 ”人 gdg dg=—wAhNw 
所 以 dw 十 w A w= 二 0 
即 (2. 6. 11) 式 。 
对 w= 二 dgg!: 
因为 dw =—dgAMdg '=dgg IIAdgg- 一 Mw 
所 以 dzu —w Aw =0 
即 (2. 6. 18) 式 。 


二 
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3 3.1 协 变 微分 与 联络 


前 面 引入 的 微分 算 子 d 和 李 导 数 Lx 都 不 能 用 来 表述 微分 流 形 
中 相 邻 两 点 上 的 切 空间 之 间 的 协 变性 质 的 联系 。 现 在 我 们 采用 引入 
联络 的 办 法 ,来 达到 在 切 从 TCM) . 余 切 从 T* (MD) 和 张 量 从 TCM) 
上 定义 协 变 微分 的 目的 。 

在 微分 流 形 M 的 任意 一 个 点 P 上 ,前 面 取 的 切 空间 Te (MD) 的 
基 矢 组 为 | , 余 切 空间 TE (MD 的 基 矢 组 为 {dz')。 这 两 种 基 矢 


组 统称 为 自然 标 架 。 

在 自然 标 架 中 ,dz' 代表 以 P 点 为 起 点 的 没有 确定 大 小 的 微小 
距离 , 换 句 话说 , 它 的 位 置 不 仅 包 括 PP 点 ,而 且 还 包括 P 邻近 的 点 ， 
和 PP 点 其 他 的 几何 量 有 所 不 同 。 但 由 于 以 后 推导 曲率 张 量 时 ,需要 
利用 dz' 来 代表 微小 的 位 移 , 所 以 为 了 方便 ,以 下 仍 沿用 自然 标 架 。 

有 了 自然 标 架 还 可 以 进一步 定义 张 量 空间 Tp; (M) ,其 中 的 任 
何 一 个 张 量 都 可 以 写成 如 下 形式 : 


Wi (7)9, (09,, 9, dr dr Oe dr (3. 1. 1) 
M 上 所 有 各 点 卫 的 张 量 空间 的 并 集 可 写成 
TCM = UT (M) (3 1 
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它 就 是 张 量 从 。 为 了 对 照 , 列 出 下 列 关 系 式 : 
回 量 丛 : T(M= UTe M) 
Tp (MD) 是 P 点 切身 量 空间 。 
余 切 向 量 从 ;，T* (MD 二 UT$ (MD) 
Tg (MD) 是 P 点 余 切 问 量 空间 。 
张 量 从 : T'(M)= UTr: CM) 
Tp'(M) 是 P 点 张 量 空间 。 
在 此 基础 上 ,我 们 引入 协 变 微分 ¥ 。Y 也 是 一 种 映射 : 
Tp (M)> Tr (M) 
KETp' (MW—>VYKE ee 
这 里 VK 就 是 K 的 协 变 微分 ,VY 有 下 列 性 质 : 
(1) 线性 :VY (aK 十 bK’)==aVKbVK (3. 1. 4) 
(a,b 是 常数 ) 
(2) 服从 Leibniz 规则 ,例如 : 
VvV (KOK')=(vV K)OK’ +KO(VK') (3. 1.5) 
(3) 对 于 一 般 函 数 f， 


Vf=df=2dz (3. 1. 6) 


Cavs 3) 


(4) 对 于 切 向 量 场 ,X= 二 2 ee 
@ &(z) 是 一 个 函数 ,根据 (3. 1. 6) 式 ， 


FEE 3 和 dz 
四 对 于 ,要 引入 联络 Pz) 


9 pr) a, 
V ar De) 
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, OE jd 9 
所 以 V X= Fdr a De (7) 


即 协 变 微分 使 第 一 项 增加 了 一 个 dz ,因此 在 h(x) 中 也 要 引入 dx'， 
使 L(x) 二 Ts(x)dzx’ 成 为 1- 形 式 , 所 以 又 写成 


oe 1 9 ee a i 9 
VX 一 了 dz a 十 名 也 dz Jz 
6 
人 和 人 jdz 3 (3.1.7) 
这 里 
P(r)=TY (zr) dr' (3. 1. 8) 


称 为 联络 1- 形 式 , 一 共有 wn 个 联络 1- 形 式 。 
@ 对 于 dz ,我们 利用 (dz ,5) 一 癌 和 了 一 亿 (z)-5, 得 
TT ya 


ax? 


, 9 a 。 9 gs 9 
STH =0 
oz 


所 以 Vdr’=—T(r)dz’ 
把 @@ 和 得 到 的 两 个 关系 式 对 照 一 下 : 


0 9 
Vr Te (7)3 (3.1. 9) 
Ydz? 一 一 到 (Cz)dze 


可 见 是 很 有 规律 的 。 现 在 要 问 , 在 坐标 变换 后 ,是 否 仍 有 同样 的 
规律 ? 


我 们 取 坐 标 变换 矩阵 A (x), 令 dz” 和 5 的 变换 为 : 


(3. 1. 10) 


dr “一 人 1? | 


A 
DZ A (375 
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利用 

A (rz)A(z)=I>VA (rz)=—A (rz)(VA(r))A (zx) 

Vdzx’=—Ty (xz)dr’ 

可 以 求 出 变换 后 的 ?zx): 
Vdr’® =Y(A (zr)dr’) 

一 (YA (zr))dr+A (rz)Y dr 
=—A (zr)(VASCr A (rdr—A (rT (Cr) dr 
= (VN dT Ad 
=— [A (rz) (VOT (xr) A (rx) Jdr 
Sd 


再 利用 (dz 5 一 A Cr) A Cz) dr, 一 一 8% 得 
__ 2 
0 一 (V dz ,5 十 《dz »V 5 


pada 


所 以 (dr ,YY 于 = (zr)— = (T) Fs 
J 1. 9) 式 变换 后 的 形式 : 
VY 7 和 人 
9Z” a ~ (3. 1. 11) 
Vdz =—T?(r)dr’ 
T(r)=A Yr (VT (zr)) A (zr) (3. 1. 12) 


对 比 (3.1.11) 式 和 (3.1.9) 式 ,可 明显 看 到 A 变换 前 后 的 VY 微 
分 的 形式 是 完全 相似 的 ,这 是 协 变 微分 的 特点 。 所 以 我 们 把 Y 微分 
称 为 协 变 微分 。 

当 流 形 上 有 切 向 量 场 X(T) TE ( 工 ) 二 时 ， 又 可 以 定义 方向 协 
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变 微分 如 下 : 
(1) 设 有 一 个 张 量 场 天 , 则 天 的 协 变 微 分 是 Y 天 三 dz Vi 天， 而 
Td (3. 1. 13)1 
9 工 


是 天 的 ;方向 协 变 微分 。 
(2) 设 有 一 个 切 矢 量 场 XCz) 一 6(z) 
变 微 分 是 


vuK =(VK,X)=(dr' VK ,g(r) 0;) 


二, 则 KK 在 X 方向 的 协 


~=é(r)VK (3. 1. 13)， 
(3) 张 量 K 在 fX 二 gY= (二 人 一 方向 的 协 变 微 


分 是 
V PerK =(VK,fX+gW=/f(VK,X+e(vVK,Y) 
NS ee (3. 1. 14) 


(4) 取 天王 X(T)—E 7) 时 ， 利用 (3. 1.8) 式 和 (3. 1.9) 式 : 
9 | 9 
VAXCT)TCVE (CT) te (TV 
工 9 工 


= 人 


9 
dz ite rT (XT) 


-Ee : 


BC Ce CC )dz 
= (Ster ) 7 (z) 本 。dz; (3. 1. 15) 
所 以 ,根据 (3. 1. 13), 式 


> 


Ry ,2 
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=((S er Cr) dz 1 
= (re rs ) = Co 
Be 2 tr) Tz) C3. 1. 16), 


对 任意 张 量 ( 见 (3. 1. 1) 式 ) ,都 可 用 类 似 方 法 根据 其 中 含有 的 每 
一 个 dx' 和 每 一 个 9; 来 确定 其 协 变 微分 。 


$ 3.2 流 形 上 向 量 的 迁移 及 曲率 和 挠 率 


根据 3 2. 2 叙述 的 Frobenius 定理 ,如 果 在 流 形 M 上 定义 了 m 
个 光滑 的 切 向 量 场 的 集合 5” 二 (XX; ,XX ,… ,XX%}) ,而 且 这 些 切 向 量 
场 的 任何 一 组 李 括 号 LX,,X;j] 都 可 写成 X;,…,X 的 线性 组 合 , 那 
么 ,这 些 向 量 场 的 积分 曲线 必定 能 交织 成 一 族 子 流 形 ,从 而 可 以 建立 
子 流 形 上 的 坐标 系 。 

有 了 坐标 系 以 后 ,为 了 保持 各 种 向 量 和 张 量 在 子 流 形 上 移动 后 
不 改变 其 向 量 和 张 量 的 性 质 ,就 必须 要 求 向 量 和 张 量 在 流 形 上 移动 
时 ,按照 协 变 微分 的 规律 发 生变 化 。 


先 来 考察 协 变迁 移 ， 
设 有 一 条 曲线 C 通 过 P 点 ,已 点 的 坐标 是 (z'), 曲 线 C 在 P 点 
的 切 向 量 是 X 一 全 一 2 一 6(z)j2。 其 中 #(z) 代 表 曲线 C 


在 已 点 的 切 向 量 的 方向 。 
另外 再 取 一 个 切 向 量 了 Y(z) 一 (zx) ,根据 (3.1.15) 式 和 
(3. 1. 16) 式 ,得 
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盘 ? 莫 内 各 钨 轩 彻 克 净 光 擂 、 妙 杰 化 分 . 伴 太 外 和 骨 分 


[3 
VY(z)= (+r nT (Zz) ) 


9 
. J 
ek 


ViY(Cz) 一 (YY ， 2 
9 


》 
中 
= (+ 7) 了 (3. 2. 1) 


VxY(z)—(VY, (zi) 
T 


天 
= (7) (E+ TE) 3 


DZ 


A(x) C'(x+dv) 
图 3.2.1 


B 四 点 的 坐标 分 别 是 (xz),(《z 十 du),(z 十 dv),(Xz 十 du 十 dv)。du,dv 


都 是 常数 。 在 A(z) 点 取 切 向 量 ci: -2_ ,利用 (3.1. 16) 式 , 协 变迁 移 ; 


9 


Ee £9 
A 一 C:a a zt du Vil(a ea 


ee Ee 
C—>B.:a rt du Vila 2 ) 


0 | 5 
a rt du Vi(a 7 tdv Vi(a Fz dv du ViV, Ca gE) 
协 变 迁移 : 
EE ey 0 ia 1 k_9 
A—>C :a ed 5 二 十 dy VY,(a Ep 
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0 
C B.a 5 十 dw Vv,a FE) 
i _9_ k 9 人 9 
a 37m tdv Va 5 二 dx Wt pp 
yh vd 
9z 
所 以 ACB 迁移 一 AC'B 迁移 
. 9 
=du'dv | YY 一 Y Ya | (3. 2. 2) 
从 (3. 1.9) 式 和 (3. 1. 11) 式 得 知 , 在 作 立 协 变 微分 时 ,必须 按照 
统一 的 规则 ,以 保持 运算 的 自治 。 就 是 说 ,对 于 每 一 个 上 标 , 应 该 多 
出 一 个 (一 让 项 ;对 于 每 一 个 下 标 , 应 该 多 出 一 个 (十 帮 ) 项 ;对 于 上 下 
相同 的 指标 求 和 , 则 不 加 研 项 。 例 如 : 


J (A2B) = (ALB’) dz 一 Fe (CAsBs) dz + TCAsBS) dr 
所 以 V,(A?B’) = (A2B’) Ts (AtB') + Te (ASBS) (3. 2. 3) 


按照 这 个 规则 ,我 们 来 计算 了 Y,Y， G | We (« 3 ) . 


g 9 9 
ee 
a ky_9 二 
=(ViV,a) t+(V a) (Vv, 3 ) 


g g 


上 二 k I 
A Fz I Ta (V,VY, EE 


9 9 9 
Vy Fr Vi(Via 5 二 Vi Y， 下 


下 2 k 二 
=(V,Via st(Va )(v, | 


， 20 2 
tOVa) (VYV, gm) ta (VV, Fr) 


EE EE 


所 以 (ViV) 一 VT)at j= (VV, 一 V9) 
工 Sa 


eV 一 VD (3. 2. 4) 
a 9 a 9 
We 0 Tadr" 3 es 六 可 7 
9 
Vv; 到 = 《V 和 
QT 9 和 9 
一 dz 4 + Ter, de Dr 
a 9 大 a 9 
加 qz’ TTT re 
所 以 SR 
9 工 
下 二 9 从 一 了 a 9 
= (Se+rrs rs % 3 
=R%, 2 (3. 2. 5) 
R2 一 二 交 一 hr re (3. 2. 6) 
Ax 
R% 称 为 曲率 张 量 。 
再 计算 (V;Y ,一 VY;Vi)a*: 
rk 9a 
Vja I 
pe 
VVja CV 
= 3 
A ee dT Ug 2 
oa?a* Qa* 
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了 2 24 
pa -a 


MV Vd SI Yo 


Da 


2 m_. m 2 
SO 本 了 (3. 2.7) 
ee (3. 2. 8) 
7T? 称 为 挠 率 张 量 。 
于 是 (3. 2. 4) 式 应 了 
(ViV)— VT) (TIS +taRs) (3.2.9) 


a 


迁移 和 经 过 AC'B 协 变迁 移 所 得 的 结果 是 不 相同 的 。 反 之 ,如 果 曲 
率 张 量 和 挠 率 张 量 都 等 于 0, 则 两 条 不 同 路 径 协 变迁 移 的 结果 相同 。 
以 下 再 考察 一 个 推广 的 情况 。 


我 们 把 二, 推广 成 为 6 一 e 


9 
9 16 一 6 3 -把 LY,，,Y)j 推 
cc Tc 


广 成 为 LV。,。]。 其 主要 区 别 在 于 二 与 ;是 可 对 易 的 ,e。 与 6 


是 不 可 对 易 的 。 
同时 ,从 e 一 e, 还 可 看 到 ,6 其 实 是 天 与 ce 
两 种 基 矢 之 间 的 转换 矩阵 。 例 如 ,应 该 有 如 下 一 类 的 转换 关系 ， 
CE 本 (3. 2. 10) 
所 以 利用 前 面 用 过 的 办 法 : 


Vo Ye ,es) = (dzx'T Ye, ,es,’ 3 
9z 


一 ee 一 站 re (3. 2. 11) 
Vo Vote = Ye se 
» Gd % 


EE i ed 


en 十 Tenyel a 


= 《dr 汪 


9Tw 
9z 


al 9 
= (4 字 2 wo <I dee | 


2 A 
= es [es pe mT eres, 
9z 


=e: —e, TET er 


(< 十 FEF2 )e。 (3. 2. 12) 


由 (3. 2. 12) 式 立刻 得 
(Ve Va Yo Vo 2 


CE 
a Dr tc 


i ，V 。 J 并非 线性 微分 算 子 。 改 正 的 办 法 
是 取 


一 帮 ry )e。 (3. 2. 13) 


Rosy Ye i ld (3， 2. 14) 


9 
Vi er = (Ve fs es) = drTY en, fs es Ti) 


= fo es en = fade, (3. 2. 15) 
以.R(ése)e = (LY es Yo — Vial)e. = Roe 
am am 
=(é 和 一 人 tT = faT2 je (3. 2. 16) 


当 取 局 部 坐标 自然 标 架 时 ,et = 二 总 ,fs 二 0,(3.2.16) 式 就 回 到 
(3. 2. 6) 式 ,与 (3.2.14) 式 类 似 ,T(e, ,es) 应 该 是 
了 (3. 2. 17 ) 


aep ai V3 _ ma 
(0 Les ,eb 一 es Br —e, az 7 371 二 azj) 
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3 3.3 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 的 
结构 方程 和 可 积 条 件 


从 (3.2.6) 式 看 到 ,RE 对 i,; 是 反对 称 的 ,所 以 可 定义 曲率 2- 
形式 : 


Cdz) 与 ( a 


(3. 3。 1 )， 
i 9 一 Ai 
gi ) 对 偶 》 ‘dz "F777 6 


从 (3.2.16) 式 又 看 到 ,R% 对 a,b 也 是 反对 称 的 ,所 以 又 可 定义 
推广 的 曲率 2- 形 式 : 


= £2a0° A 


(3. 3. 1)， 
FF 与 es 对 偶 ,( ,2 一 6 。 两 种 对 偶 是 自 洽 的 ,因为 fF =e dr’,， 
o 一 6 -i ,从 而 


(0 ,es)—=eres'd!=etes—=6 
现在 定义 


wo = TS (3. 3. 2) 
则 有 


dws =d(OTs)=(d0)TSs —0 Adrs 
其 中 


dy =d(esdz’)=de: A dz = dz A dz 
由 于 
dzx’=ei0*,， dzx’=e,i0°,， 
所 以 
二 56 . 


EE EE dd 


ae 
d Be A 
又 由 于 
ej'es—6s 
所 以 
df =—eses de A 
9 工 
一 一 efes% 9 ge A 
9xz 
2 1 ges 1 ge a 
1 > Be je A 人 0 
二 一斑 太 0 Al (3. 3. 3) 
另外 有 
六 
pa 有 
代入 droz ,得 
dw = (—fi0" MG )Ts — 二 04 人 8 (3. 3.5) 
然后 定义 
=dwi 二 Tw’ M ws (3. 3. 6) 
就 得 
oar 
0; =(—3fiTs Se) A 十 TST50 AGO 
LC 
i ;2 9l'w i 9 05 a a d 
一 于 (时 本 e ar’ FE: ee ss fsTrs )o AF 
= RO" MG (3. 3.7) 


(3. 3.7) 式 和 (3. 3. 6) 式 称 为 曲率 结构 方程 。 
从 (3.2.8) 式 又 看 到 ,T? 也 是 i,j 反对 称 的 ,所 以 又 可 定义 挠 率 
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2- 形 式 : 
rT dz 人 dz 
再 把 (3. 2.17) 式 的 T(e, ,es) 算 出 来 : 
T(esyes)—=(YVe,ye)— (Vesye,)— foe, 
= ee — HT s6) — fe, 
A ee 
所 以 To (Tp 
就 又 得 到 推广 的 挠 率 2- 形 式 : 
r=FTE0 NAG—5T TS /PAG 
再 自 (3. 3. 3) 式 和 (3. 3. 2) 式 得 
dy + AMY ——3 fi AF HoT AG 
i 1 
Te -Ts sfe)0 人 
就 又 得 
rd 二 w 人 网 
(3. 3. 12) 式 和 (3. 3. 13) 式 称 为 挠 率 结构 方程 。 


(3. 3. 8) 


(3. 3. 9) 
C353 10) 


(3.3.11) 


(3. 3. 12) 


(3.3, 13y 


对 推广 的 曲率 2- 形 式 ((3. 3. 1)， 式 ) 微 分 ,并 利用 (3. 3. 6) 式 : 


df023 = dzw’ 人 一 记 A dws 


= (ws Mw ) Aw—w MQ — vw A wi) 


= Aw—w AQ;—w Nw hw 
十 ze A wa A ws 
所 以 dQ = 0 A wi;—w: A 
(3. 3. 14) 式 称 为 曲率 的 可 积 条 件 。 


(3. 3. 14) 


对 推广 的 挠 率 2- 形 式 ((3. 3. 13) 式 ) 微 分 ,也 利用 (3. 3. 6) 式 ， 


dr 一 drog A —w: 人 dr 
S 58 ® 


EE bE de eh 


=(Q—w Aw) AF—w 人 dt 
=Q¢ AFP—w: A (ws AAGtdo) 


再 利用 (3. 3. 13) 式 ,得 
dr = AF—wAr 


所 以 dr Tw Ar = A (3. 3. 15) 
(3. 3. 15) 式 称 为 挠 率 的 可 积 条 件 。 
3 3.4 Hodgex* 和 伴随 外 微分 
设 有 一 个 2 维 空间 ,其 中 有 全 反对 称 p 阶 张 量 场 : 
fii (ZX) (3. 4. 1) 
它 是 z 的 光滑 函数 。 于 是 可 以 写 出 z 点 的 谊 形式 如 下 : 
(3. 4. 2) 


J ui CEI dE Nd fd 
由 于 从 2” 个 各 不 相同 的 dz' 中 取出 p 个 各 不 相同 的 dz 的 方法 
有 “一 一 和 一 一 上 种 ,所 以 这 种 形式 的 维 数 必定 是 ， 
1 = nl 
Dm A Op 


同样 的 道理 ,n 维 空间 中 以 一 p) 形 式 的 维 数 必 定 是 ，: 
ne 
两 者 维 数 相 同 , 所 以 pp 形式 和 (xn 一 pp) 形式 之 间 应 存在 一 种 对 偶 关 
系 。 这 种 对 偶 关 系 可 以 用 Hodge * 算 子 表达 如 下 : 


2 dx’p+1 
ol 
n 


11 eo. 1p 下 刁 
AN 


人 dzo+2 A 人 dzo (3. 4. 3) 
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其 中 eu 二 e, ,.;， .i 是 全 反对 称 n 维 张 量 0 


tt tigipipt1'"in 
当 p 二 0, 则 有 
#1=ies en de A ee A de (3. 4. 4) 
若 任 意 取 7 形式 a, 为 
oa = fi dr A A dr (3. 4. 5)) 


则 有 
x Qa, fo x (dx? A A dz’) 


本 LE 
rl a 
Adz'rt+? 人 … A dxr” C9 dD 
Vo -~ 形式 8. 为 
B= 广 hye: dza 人 … 人 dzr (3. 4. 6 )， 


则 又 有 
sx 一 二 有 x (dz A ee A dx’) 


1 和 
EL， 
r|! 1 的 (nO—r) | itl ”1 


A 人 dzr+2 A 人 dzo (3. 4.6)， 


dzxrti 


于 是 
ar 人 =*A. = i 
A dz A drti A dr’+? 人 eo. A dr” 


1 rr 


人 An 7r (7 一 站) 全 en de A 


dr Mes 


El2 pp =e, ,的 全 反对 称 张 量 性 质 也 通用 于 式 (3.4.5)s,(3.4.6),， 


中 十 1 D2 ppT1” 
(3. 4.7) 。 


。 00 。 


EE hE 


1 i 


Rt 


人 dz” 人 drr+i1 人 dx+2 人 se. 人 dr™ 


Br 人 关 CQr = 


a dx 人 CE] 
n 


r! 


所 以 a, \ x*p.=p.N x*a, (3. 4. 7) 
定义 ap 和 pB， 的 内 积 
(ap ,Bo) = Ja, A xB, (3. 4. 8) 
由 (3. 4.7) 式 得 知 
(ap ,Bo) = (Bs ,ap) (3. 4. 9) 


我 们 现在 引入 伴随 外 微分 算 子 5。 


定义 5=( 一 Dw*t"t!l x dx O65ay 
=(—1)*t"tl x dxa, (3. 4. 10) 


当 n 二 偶数 ,5 二 一 xdx 
当 7 一 有 数 ,G 一 (一 1)2 关 dx 


为 了 便于 后 面 的 计算 ,我 们 先 把 x * w 和 6a, 算出 来 : 


1 2 
| 
4 ) r|! (nO—r) Ta i 


人 drirt? 人 oo. 人 dx 
(这 里 利用 了 (3. 4. 5)s 式 ) 
1 2 dzz+l A 人 dza 


_1 
r! J (nO—r) i 


la gh 


r! 下 (nO—r) 1 六 | 
人 eo. 人 dr4r 
1 1 1 i i 
一 一 一 一 一 六 .ie. 一 1 r(n—r) 
a ee ) 


”EAI rdzoa 人 A… 和 人 dz 
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1 1 1 
a 臣 搓 


” 9 dze 人 … A dx 


a Co) (nO—r) 1 


rlr!l(n—r)! 


en (nO—r) | 


rl dza A:… 和 人 dzr 


a dx 人 人 dzr 


十 a， n 奇 
Ce 7 偶 
(2) so 一 (一 1)” "xdxa,。 由 (3.4.5), 式 和 dfi… = 

fi i tdz* 得 


Ce (3. 4. 11) 


ER Ei “人 
(7 一 r)1 1 tl 


dxa, = 二 i 2 


Adzr+l 人 .… A dr™ 
1 a 


* dxa, i 总 和 x dx 
Adz'rti 人 .… A dr” 
| i ct 
1 k 
a by i 1 人 
.人 dzt-1 


| 1 to 


Ce 上 dx 1 人 eos 


A dz 


r 一 12r 十 1 加 


< 
rl ar)! (re1) If 


( A | BL 
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EE i 


。 Brtl dz A el A 


Mkt i 
] 
了 


。 (7 一 7)1! 0 dz A 和 人 dz: 
EN 
a 
人 A dz*r-i 


ba; 二 (一 ])”1"+l x dxa, 


a ( Ee 下 


Dr) NI2 人 
可 Si 1) 2 dz 


= 1 _ 十 n 十 1 十 (7 一 1)(n 一 7) 

r! i ™ 

nd 
2 
DI 

人 .…. A dz (3. 4. 12) 


(nr 十 n 十 1 十 (7 一 1)(n 一 7) 二 2nr 十 1 十 r(1 一 7)= 二 奇数 ) 


Sa i 


钢 ] … 


dz A dz 名 


下 面 择 要 列举 出 8$ 的 一 些 特殊 性 质 。 

(1) (a, ,dB,_1)= (8a,,B.-1) (3. 4. 13) 

证 明 从 (3.4.12) 式 得 知 se, 是 > 一 1 形式 ,可 以 利用 
(3. 4.9) 式 : 


(6a; ,Pp.-1) = (B,-1 ,6a,)= | 6-， A x* Ga- 
MX 


又 由 于 (3. 4. 10) 式 : 
SO xdxa, 
所 以 (sa ,p,-1) = | ACGCO—1)™t"*tlix xdxa, 
M 


dx ou, 是 一 个 (n 一 r 十 1) 的 形式 。 根 据 (3. 4. 11) 式 得 
(8a, ;B=1) = | 6e-， A (= 这 二 罗 (—1)" "ti dx a; 
M 
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=(—D +*| 8-， Adxa, (3. 4. 14) 


M 
把 xa, 记 作 2 Adza 人 … 人 dz”-; ,并 又 有 
B.-1=B,._, dz A A dx! 
pA A dz A 人 人 dz- 
代 人 (3.4. 13) 式 ,而 且 取 M 为 一 个 没有 边界 的 流 形 , 则 作 部 分 积分 
之 后 有 


(8058 = Dt | Bas der AAAdzr 
M 


dx a;—=da,_ ,=a 


人 ee Ms A dz 人 .… A dx’n-r 


一 (一 1 一 | ae Cl dz 


M 
Adza 人 A 人 … 人 和 dz 一 :人 a dz 
人 00. 人 dx/n—r 


0 人 dza A 


M 
人 dx-! 2 ke 人 Sn 人 dzxin—r 
=(—1D)-"? | dp Aa，， 
M 
一 | dp8.-: 和 A x Qr 
M 
= (aydbst) 
证 毕 。 
Co (3. 4. 15) 


证 明 65a, 二 (一 1)*t"t! x d x* Qs,( 根 据 式 (3. 4.10)),Sa。 和 xd 
x up 都 是 (p 一 1) 形 式 ， 
S° Sa, =(—1)"? Vt"! x dx 6a, 
一 (一 1)wp-D+e+i x dx (—1)*t"tl xdxa, 


* 64. 


EE i dd 


一 (一 1)" 关 dx xdxa, 
dxas 是 (n 一 p 十 1) 形 式 ,根据 (3.4. 11) 式 得 
六 x dxa,=(—1)" ?td Ddxa, 
于 是 
3。 a=(—1)"(—1)"ttved x ddxa,=0 ( 因 dd=0) 
这 个 结果 对 任何 p 都 成 立 , 所 以 
人 . 一 0 证 上 毕 。 
(3) 人 一 (d 十 3)2 一 d8 十 8d。 (3. 4. 16) 
由 于 dd 二 0,86 二 0, 所 以 这 是 显而易见 的 。 


下 面 再 择 要 列举 一 下 人 入 的 特殊 性 质 : 
(1) x A=Ax* (3. 4. 17) 
证 阴 x Aa, 二 x* d5a, 十 x* 6da, 
其 中 
x ddas —= x d(—1)*t"tl x dxa, 
=(—1)*t"tlxdxdxa, 
x Sdas =(—1)"P+t trtl x x dx dap 
=(—1)" PDtrtl( 1) "nd x da， 
=(—1)' ?dx da, 
Axar 一 d38x*ar 十 Sdx an 
其 中 
ie 
=(—1)*t"txdxdxa, 
dS x ay —dxdx(—1)""- ttl x gy 
~dxd(—1)*" P+tn+l x sa 
一 dx (—1)"" Ppt"tld(—1)*"- ng, 
=(—1)'-? dx da, 
。 60605 。 
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所 以 (x d86 二 x* 6d)a,= (dd x 十 6d x )ap 
对 任何 p 都 成 立 。 
所 以 x Aasp 一 A x a, 
对 任何 a, 都 成 立 。 从 而 得 
x 人 一 人 类 
(2) (ary AB,)= (Aa,,p.) 
证 明 根据 (3. 4. 16) 式 ， 
(Ca Ap.) 王 (ad88.) 十 (ay 8dp.) 
利用 (3. 4. 13) 式 和 (3. 4. 9) 式 ,有 
(ar ,AB,) = (6a;, 88.) 十 (da ,dp,) 
二 (dsa, ,8.) 十 (8da- 8.) 
= (Aa, ,pb ) 


(3) (ay,Aa,) 之 0 
证 明 根据 (3. 4. 18) 式 得 
Gan ,Aa;) = (da,, da) 二 (6a,, da,) 


= | do, A x dx 十 | So. A x Sa 
又 根据 (3. 4. 6); ,(3. 4. 6), 式 , 得 


= : . 
Yr Ba, dza 人 .… 人 dzr- 


x le a dzxirtl 人 oe. 人 dzxin 


ren Car) ln 


证 毕 。 


(3. 4. 18) 


证 毕 。 


(3. 4. 19)) 


(3. 4. 19)， 


， EE ] l 2 1 
2 er re 


r! 

A dz 人 dzr-1 人 … A dr”™ 
根据 (1. 4. 13) 式 ,又 得 

1 1 


2 
ed en ee 


rl! 
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之 0 (3. 4. 20) 
所 以 〈3. 4. 19)， 式 中 的 ja x da, 和 | ac, 八 x6a, 都 宇 0。 
所 以 (a,, Aa,) 宇 0 证 毕 。 


从 (3.4.19); 式 还 可 以 看 到 , 若 Aa, 一 0, 则 必 da 二 6a, 二 0。 于 
是 又 给 出 一 组 定义 : 

Aw, 一 0,ws 是 一 个 调和 形式 (dw, 二 6w, 一 0)。 

dw, 二 0,w。 是 一 个 财 形 式 。 

6w, 一 0,w 是 一 个 余 闭 形式 。 
另外 还 有 : 

a 二 dB,a 是 恰当 形式 。 

ax 一 88,a 是 余 恰 当 形 式 。 


Hodge 分 解 定 理 紧 致 无 边界 流 形 M 上 的 任意 一 个 p- 形 式 w。 

可 以 唯一 地 分 解 成 为 恰当 形式 , 余 恰 当 形 式 和 调和 形式 之 和 (这 里 略 
去 唯一 性 的 证 明 ): 

ws — dap-1 t+ 6Bpri + Y, (3. 4. 21) 


上 式 中 ys 就 是 一 个 调和 形式 ,zw 的 各 种 主要 性 质 都 包含 在 y， 
之 中 ,而 且 das-1,6Bs+1 和 YY 互相 正 交 。 正 交 性 证 明 如 下 。 

证 明 根据 (3. 4. 13) 式 和 7y 是 调和 形式 (dy 一 8y 王 0), 有 

Co ne es ll nn 

由 于 67 二 dy 二 0, 所 以 

(gap-1307)= (day_1,7)=0 

(By dy)= (8B,+1,7)=0 证 毕 。 


下 


第 4 对 黎 曼 几何 


94.1 和 歼 曼 度量 


在 黎 曼 几何 中 ,n 维 流 形 上 邻近 两 点 的 距离 的 平方 是 
ds’ = Dena “dz (gy (7)=g(7)) (4. 1. 1) 


式 中 的 5 (z) 称 为 黎 曼 度量 , 它 是 一 个 处 处 可 微分 的 张 量 场 ,而 且 
det|g; | 关 0。 

具备 黎 曼 度量 的 流 形 又 称 为 黎 曼 流 形 ,在 n 维 歼 曼 流 形 M 上 的 
任意 一 个 P 点 ,也 有 一 个 切 空间 Te(CM)。 其 中 的 任意 两 个 切 向 
量 Xp 二 8&9, 和 Yb 二 yy9; 的 标 积 是 


Xp。Yp 一 8 (P)E(P)Y (P) (4 人) 
由 此 得 到 切 问 量 的 长 度 为 
[Xp 一 VXPp。XP 
一 Vsgy(CP)S(CP)2CP) (4. 1. 3) 
P 点 的 两 个 切 向 量 Xp 和 Ysp 的 夹 角 0 为 
a (4. 1. 4) 
|Xpl。|Yp| 


在 黎 曼 流 形 上 建立 的 Hodge* 运算 含有 gr 。 例 如 ,第 3 章 
(3. 4. 3) 式 在 有 黎 曼 度量 时 应 写成 


关 dx 人 see 人 dx 3 


1 了 
ia ee pe 1+l 
ee ean 5 d 
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ee (CL) 
其 中 

SO 4 (4. 1. 6) 
这 样 ,就 出 现 了 上 下 指标 ,以 便于 进行 上 下 相同 指标 的 短 缩 ,也 便于 
把 下 指标 提升 为 上 指标 。 


为 了 确立 6;.…; 与 1 之 间 的 关系 ,我 们 利用 (1.4.3)， 式 


3 
i 
Oe | (4 1 7) 
0 0 wis 0 
并 且 令 
Se (4. 1. 8) 
于 是 ,由 于 esi 是 张 量 ,在 坐标 变换 下 应 有 
Za dX _J/ 
Sg 时 i kk (4. 区 9 ) 
利用 (4. 1. 8) 式 , 自 (4. 1. 9) 式 得 
ln Da az eh 
Voi I Yn, (4. 1. 10) 
其 中 
ax! ax! 和 az 
az gz 3 并 名 
Or GE 
A a Oe a 
"tAT “1 QT 
gz” QZ 9 和” 


二 7 i 2 名 昌吉 me 
dr dr” OX 
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gz! ax! ,,, ozl 


gz az DZ 
DZ ax’ ar: 
a 7 2 7 
~|9r! gz: 07 " OB = 0 (4.1.11) 
9x” QT QZ" 
/1 /2 /n 
9 ox 9 并 
az az axr’” az az” az 
gz! gx! gz! gx! gr: or” 
Dz az ax’” ar’: gz ax’’ 
了 axr’ ax’ gz: | 一 | azl DZ 9x” 
Oy Oe OE 
9x” QZ" 9x” zl dz Bad 
(4.1.12) 
(J J]=JJ] "= 
又 利用 式 (4. 1. 9) ,(4. 1. 10) 和 式 (4. 1. 11) ,得 
OZ OX™ a 二 
7 I “mY "0 =YOR 
所 以 yj 一 一 (4. 1. 13) 


再 定义 g 二 |det(g,)|l,g’ = 二 |det(g,;’)|;J= ldet( 字 32 |， J 王 


1det( ly 则 由 于 det (F SS Jdet(ga ) det (S57 7)= det(gw ) ,得 


J "ig] !'=g’ 
所 以 ee (4. 1. 14) 
与 (4. 1. 13) 对照 ,得 知 
疙 一 7 一 。 (4. 1. 15) 
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所 以 , 取 y=Vg ,Y= 二 Vg ,就 可 以 保证 


Er MEO (4. 1.16) 
是 一 个 张 量 。 进 而 可 以 利用 gj 来 定义 e: a 
Ee 一 有 Be 
二 Cs 
一 8 (4.1. 17) 
于 是 有 
x dza 人 人 dz 一 gg 
We dze+l A A dx 
(4.1.18) 
当 > 一 0 
x 工 一 让 VB8 dz A dre AAAdmn 
=Vg dz! Adz’: A A dz” 
又 由 于 
dr!Adz 和 AAA 人 dz 一 Jdzl Adzr: A A dr” 
所 以 
Vg dz Adz 2 人 A 人 …Adz =Vgdz! Mdz’ 
pe 
于 是 得 
x1=Vgdz!Adzr:A.…A dr” 
(4.1.19) 


= Vg dr 'Adzr :A Adr’” 
由 (4.1.16) 式 ,又 由 于 .具有 张 量 性 质 , 所 以 我 们 再 引入 7: 
ee 
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eil” 中 内 /te “7 (4. 1. 20) 
仿照 (4. 1. 11) 式 ,可 得 


=,./ ls ee D1 "J Fe eae | 2 
Ei BO 要 Sa” BijinE . ” Bi Bi VE " 


Bil Bi? “** Bin B11 B12 … £1n 
8&8il bz Bin| |821 B22  B2n| Vi.., 
一 7 = | 0， < 

Bil B12 “” Bin Bn Bn “" Bm 
=ndet(gy)0" = ngsign(g) or (4. 1. 20) 


其 中 g 是 det(g; ) 的 绝对 值 ,sign(g) 是 det(g; ) 的 土 号 。 
如 果 要 求 (4. 1. 16) 式 成 立 , 则 得 到 


9 一 sign(e) 记 (4. 1.21) 
8 


所 以 el“"O—sign(g)—=OL..," (4. 1. 22) 
Vg 


于 是 ,(4. 1. 16) 式 和 (4. 1. 22) 式 就 分 别 确定 了 ei ,er “" 同 6i%， 
ou 的 关系 。 

与 3 3.4 节 相 比 较 , 在 引入 黎 曼 度 规 后 ,必定 要 出 现 sign(g), 例 
如 ,由 式 (4.1.16) 和 (4. 1. 22) 得 到 的 是 


Ey op se 0 
) 志 


一 sign(C&g76P 7 (4. 1. 23) 
引入 黎 曼 度 规 后 , 式 (3. 4. 11) 变 成 
x xa, 一 Sign(g)( 一 1)7 "a, 


要 Qr n 奇 
=sign(g)。 和 ， 侦 (4. 1.24) 
伴随 外 微分 算 子 6 的 定义 ,由 式 (3. 4. 10) 变 成 
Ba:—=sign(g)(—)"™ "xdxa, (4. 1. 25) 
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6 的 一 些 特殊 性 质保 持 不 变 , 例 如 


(ar ,dB.-1)= (6 a,,B-1) (4. 1. 26); 

和 一 0 (4. 1. 26), 

A 二 (d 十 8)° 二 d8 十 6d (4. 1. 26)3 
都 保持 不 变 ;A 的 一 些 性 质 , 例 如 

x A= 人 x (4.1.27) 

(a;, ,APB,) = (Aa, ,Pp,) 

(a , Aa; )=0 


也 都 保持 不 变 。 证 明 的 步骤 与 ? 3.4 节 相 同 。 


$ 4.2 Levi-Civita 平行 输 运 、 
黎 曼 联络 .曲率 张 量 


由 前 述 知 , 在 光滑 的 维 流 形 上 ,可 定义 处 处 可 微分 的 歼 曼 度 规 
张 量 场 g; (xz) 二 g; (zx)。 利 用 g; (zx) 可 把 过 工 点 的 无 穷 小 弧 长 元 素 
ds os 
$=g; (zr)dr'dr’ (4.2.1) 
Levi-Civita nn 
Vds =0= Y (gi; dx’'dz’) 
= dx (去 re )dzr'idz’ 


= g;,dx* dx’ dz’ 
导致 
Bi 一 一 一 一 (4. 2.2) 
就 是 说 ,如 果 ds: 平行 输 运 不 变 ( 即 Yds: = 二 0), 则 (4. 2. 2) 式 必须 成 
立 ,满足 (4. 2. 2) 式 的 联络 Ti 称 为 容许 联络 。 容 许 联 络 的 几何 意义 


是 切 矢 量 的 长 度 和 夹 角 在 平行 输 运 时 不 变 。 例 如 , 设 有 两 个 切 矢 量 
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人 : (Xs 和 B’(z) 


a (VA'(z)) A'(z) V7 
”a 
aA? (2 9 
= 年 2 oT )d x* 5 一 0 
j 9 一 0 一 J 9 J _9_ 
v (B 0 32 1B (7)V 37 
Ce +B CTS dr 二 一 0 
从 而 A'(z) 平和 生 输 运 时 分 别 要 求 ; 
b 
CE 
9 
| (4. 2. 3) 
EB’ CnTY (x) 
于 是 (g,AiB7) 在 平行 输 运 时 ,有 (利用 式 (4. 2. 3) 和 式 (4. 2. 2)) 
V (gsA'B) dr: (SAB'+g, B+ gyA' 9S ) 
一 dzeAi B: (2 2 galh ) 
=0 (4. 2. 4) 


从 而 得 知 

VV (gsA'B)=Y (gjA'A)=v(gsBiB')=0 

可 见 , 如 果 取 容许 联络 , 则 切 矢 量 的 长 度 和 切 矢 量 与 切 失 量 之 间 
的 夹 角 在 平行 输 运 中 都 是 不 变 的 ,与 取 容 许 联 络 后 dy 的 平行 输 运 
不 变 (Vds' 二 VY (g; dzx'dz’) 二 0) 相 互 呼应 。 

在 取 容 许 联 络 的 前 提 下 ,(4.2.2) 式 又 给 出 


9 9 9 
pn tien m8s™— (Tat gr t( A— Th)ge 


eS 


和 菇 了 和 划 ” 黎 要 几何 


a re 
在 黎 曼 流 形 上 ,还 要 求 挠 率 张 量 为 零 ( 见 (3.2.8) 式 ) 
Tt—ITt=T=0 (4. 2. 5) 
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1 9 9 9 
y D8 i (4. 2. 6 )， 


这 个 闷 称 为 黎 曼 联络 。 把 (4.2.6); 式 的 玖 代入 (3.2.6) 式 ,就 得 到 
黎 曼 曲率 张 量 Ri 。 根 据 (3. 2. 0 Ri 对 i,j 反对 称 , 所 以 用 它 可 
以 写 出 和 歼 曼 几何 的 曲率 2- 形 式 。 个 曲率 2- 形式 与 (3. 3. 1) 式 的 形 
i pe tsa te dd 
回 到 原 处 时 所 受 的 变 差 ,这 个 变 差 来 源 于 黎 曼 流 形 的 弯曲 (但 歼 曼 流 
形 的 挠 率 为 0) 。 

以 下 导出 黎 曼 曲率 的 几 个 主要 关系 式 ( 或 对 称 性 ) 。 

自 式 (3. 2. 6)， 


pn 97T*? 
£4 = a Bd A ie (4. 2.6), 
9z 9x 


自 式 (4. 2. 6) ,在 歼 曼 流 形 上 ,Ti 和 TT 可 用 gj 和 gg“ 来 表达 : 


Tr -3 (2 es) 
“ee 2\az gz az 

(4. 2.7) 
Te Ce 2 
9 
Bw = Ty 二 TT. (4. 2.8) 
9 


利用 式 (4. 2.6)，,(4. 2.7) ,(4. 2. 8) ,得 
Ra = gy Ra 9 


2\ aziaz gzeard X90XT 9ze9zd 


Ne 


2 2 2 2 
Rss -5 (2 9 gw A | (4. 2. 9) 


人 
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自 式 (4. 2. 9) ,立刻 看 到 有 以 下 三 个 关系 式 : 


Rca 一 一 下 eco (4. 2. 10) 
Rca = — Rap (4. 2. 11) 
Rd = Rw (4. 2. 12) 
值得 一 提 的 是 :关系 式 (4. 2. 10) 可 以 由 容许 联络 条 件 式 (4. 2. 3) 


导出 。 
根据 式 (4. 2.3) 和 g; 二 gi; ,容许 联络 条 件 又 可 写成 


dg; 一 125。 Ee 


. (4.2.13) 
(关机 dz 是 1- 形式 ) 
G,T,T"” 可 以 用 和 矩阵 表示 如 下 : 
Bi Bl “er Bim nm nm IY 
a 六 gz gm a > 1 "0 TY 
Sn BT De Te Ye dy 
T 
Fr 一 1 RR da JT 


EY 了 了 ee0. I 
d(dg; )=0 
=dr? * g,—I* Mdgs +dIy * ga —TI? Mdgo 
一 dg » go 一 PE MATgy tTItgs) 
+dr? * ga—T? A (Trgs tTtgy) 
= (dr +Ts AT?)gy + dr +Ty AT?)egn 
a MA A 
(由 于 IT 人 2 二 一 TY 和 AT8, 所 以 这 一 行 等 于 0) 
一 (d 玉 十 有 APg)g tCdTt+T* AT?)gs=0 
(4. 2. 14) 


和 菇 47 和 曹 黎 训 几何 


根据 式 (3. 3. 6) 和 站 二 vw; ,得 
Qign tO ge i ts 0 (4. 2. 15) 
又 根据 式 (3. 3. 1) ,有 


9 二 go 人 2 一 gaoe FR dz’ 人 dz = Ru dz 人 dx’ 


1 


7 Rdzc Adz- 


{21 一 Su 一 gu 5 Re dx“ A dx’” = 


所 以 (Rca + Rca )=0 
即 关 系 式 (4. 2. 10) 。 
另外 ,还 有 两 个 关系 式 : 
Ri —= Ro + Roast Roys=0 (4.2.16) 
证 明 黎 曼 流 形 的 挠 率 为 0, 即 Ti 二 0, 所 以 由 (3. 3. 8) 式 给 出 
rz 一 0。 自 (3. 3. 15) 式 的 挠 率 可 积 条 件 , 立 刻 得 
020 王 0 一 0 dz 一 0 
再 利用 (3. 3. 1) 式 ,又 得 
OA dz 一 了 RU dz'dzidze 一 0 


把 ,i,j; 轮换 

Ri, Adz Adz Adz 一 0 

Ri, Adz Adz 人 dz' 一 0 

R Adz Adz' Adz 一 0 
相 加 

(RE + RRY,)dzrx' Adz Ad 六 一 0 

因为 每 一 组 dz Adz A dx* 都 是 一 个 独立 的 基 , 包 括 了 dx'， 

dz dz“ 的 各 种 轮换 ,所 以 有 

RY = RY; 十 尺 2 RY,, =0>Ries1 = gaRti =0 
得 到 (4. 2. 16) 式 。 

及 so 一 0 (4. 2. 17) 

5 
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证 明 首先 ,按照 第 3 章 求 协 变 导 数 规则 ( 见 (3. 2. 3) 式 的 说 
明 ) , 求 出 RW 的 协 变 导数 如 下 
oR 
VRY, = tT R’, ThRY, 
LT 


—T% RS,, —Th, RE, (4. 2. 18) 


利用 式 (3. 3. 14), 把 (2 换 成 二 R% dx" A dzz ,把 wi 换 成 
dz” ,就 得 


do = 广 s ,dz Adza 


一 Ll dx”™ Adzc Adzx’” 
2 9 


=0Q: Nw —we A 


=5 (RiaT% 一 Rao )dz A dr’ Adz’ (4.2.19) 


所 以 dz Adz Adz = TW RY 一 有 Re )dr” 
A dx’ A dx’ (4. 2. 20) 
再 把 (4. 2.18) 式 的 VaR 定义 为 
R? ,= VaRY, (4. 2. 21) 
则 根据 式 (4. 2. 18) 和 (4. 2. 20) ,有 
Ri de Ne Nda (DERE THR FR 
TR RR. TR 
和 dz A dx’ 
= RR de Nd 
A dz’ 
一 0 (4. 2. 22) 
(4. 2. 22) 式 为 零 是 因为 对 m,i 对称 ,Tw 对 m,j 对 称 。 
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a 
ki ;sm 


逢 了 和 曹 ” 复 雪人 几何 


再 对 i,j,m 轮换 相 加 ,就 得 到 
(CR + RE, RY, ) dr” A drx' A dz’= 


也 是 因为 每 一 组 dx” Adz A dz’ 0 
Rits,m] = Rs ee et 0 一 > 


RL,m] a = 
得 到 (4. 2. 17) 式 。 
通过 黎 曼 曲率 张 量 的 缩 并 ,还 可 以 形成 另外 一 些 张 量 ,主要 是 


Ricci 曲率 张 量 


RK, = Ki (4. 2. 23) 
还 有 Ricci 曲率 标量 
R=g’R; (4. 2 24) 


根据 关系 式 (4. 2. 10) ,可 得 
Ko = Ko es g"Royi = g° Rs = Ri; = RS 


7J9A 


所 以 R;, =R, (4. 2.25) 
设 在 工 点 有 一 个 切 向 量 刁 一 和 本 RC 点 的 Ricci 曲率 
张 量 , 则 
下 66 
一 4. 2. 26) 
Ej €’ ( 


称 为 工 点 的 方向 的 Ricci 曲率 。 
3 4.3 两 个 有 趣 的 例子 


1. 测 地 线 
设 有 一 条 曲线 C(z) ,其 上 各 点 的 坐标 是 (13 = 1 


CD) 的 切 向 量 为 Xe 27 一 他 。 令 X 沿 曲线 C() 由 平行 输 运 


到 zt 十 di, 则 按照 Levi-Civita 平行 输 运 的 定义 , 切 向 量 X 的 变化 应 
。 79 。 
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该 是 
VX = ES (Fe + dTh | 


-人 ee 说 


(4. 3. 1) 


=di (4 , dx dr” 2 二 


dr? J Ta dt dt 
所 以 ,如 果 曲 线 C(:) 上 任意 点 的 切 向 量 X 在 沿 C (2) 平 行 输 运 后 
VX=0,， > TX'(1) (i 二 1,2,…,n) 一 定 要 满足 如 下 方程 : 


dU (4. 3.2) 


满足 这 个 方程 的 C(z) 就 是 测 地 线 ,(4. 3.2) 式 则 称 为 测 地 线 方程 。 

在 欧 氏 空间 中 ,T= 二 0, 连 接 P,Q 两 点 的 (4. 3.2) 式 的 解 必定 是 
直线 ;在 非 欧 空间 中 , (4. 3.2) 式 的 解 C(z) 则 称 为 测 地 线 。 在 局 部 范 
围 内 ,连接 任意 P,Q 两 点 的 测 地 线 总 是 最 短线 。 


自 (4. 3. 1) 式 还 可 看 到 ,把 X 写成 名 5, 则 自 (4. 3. 1) 式 可 得 


A =(dr' (3 +éTS ) 8 37) 
(2 “i 
= (等 dt 2 9x’ 
-人 i 
=0 (4. 3. 3) 


。 80 。 
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所 以 又 可 把 测 地 线 定义 为 :如 果 曲 线 CCi) 上 每 一 点 的 切 向 量 X 注 
C(z) 平 行 输 运 后 不 变 , 则 C(2) 就 是 测 地 线 。 


我 们 还 注意 到 ,(4. 3. 2) 式 中 SEE 9 项 只 有 T 的 对 称 部 分 有 


贡献 ;T's 的 反对 称 部 分 无 贡献 。 
2. Killing 矢量 
设 工 代表 流 形 M 上 一 个 给 定 的 点 ,坐标 变换 后 ,这 个 点 的 坐标 
变 成 元 ,于 是 有 
By (7) I gn (7) (4.3.4) 
若是 变换 后 度 规 的 函数 形式 不 变 , 即 g'; (x ) 作 为 x’ 的 函数 和 
gy(z) 作 为 工 的 函数 有 相同 的 函数 形式 , 则 g ,与 gy 应 有 如 下 关系 : 


5 (7X)=g; (Xx) ,gs (zx')=g; (zx’) (4. 3.5) 
于 是 根据 (4. 3. 4) 式 可 得 : 
OZz “dg ‘*g 
gy (Z) 一 a a a (T 7 ) = Eg (x) (4. 3. 6) 


由 式 (4. 3. 6) 又 得 


Az Az’? 


DT 9 7 gmlx ) dz dz = gig (TX “7dz dz 


8gy(CZz)dz dz 一 


(4. 3.7) 
式 (4. 3.7) 表 明 ,变换 前 后 的 ds* 和 ds 相等 ,所 以 满足 (4. 3. 6) 式 关 
系 的 变换 称 为 等 距 变 换 。 
在 等 距 变换 下 , 切 向 量 的 长 度 .交角 和 两 点 之 间 的 距离 都 是 保持 
不 变 的 。 
再 来 考察 无 穷 小 坐标 变换 
六] (4. 3. 8) 
这 个 变换 相当 于 z 点 沿 着 向 量 场 X 一 (x) 的 方向 有 一 个 微小 的 
。8] 。 


移动 。 把 (4. 3. 8) 式 代入 (4. 3.6) 式 ,得 


gy (站 一 (2 下 二 时 (7 (9 et)) 
* (gn (Zz) 十 一 一 一 Ee eE” 人 | 
er 
* (gu (x ) + et" Cs ) ) 
2 2) ae (zr) 


一 g&,( 工 ) 十 e( 


gw (I 下 一 I a ) 


i )) 
gn) tg, (r+ Ee" Cz) 


一 0 (4. 3 9 ) 
则 有 


9 (x)gw (Xx) 
az 1 


TT 


( 


8 (x) Be gm rn)é (r) 


_9& (7) 人 
or’ 
。 全 5 
Dr” arx:’ ER 
_9é€ (Tz) | 9&€,(7) 
dz a 
(利用 (4. 2. 6) 式 ) 
一 (宝生 一 
9 


a 


—gé,(z) Ts (z) 


9&, 


&, (TIT x ) ) 十 (一 DY 
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二 VE(CZ) 十 VCZ) 

二 名;:(Z) 十 后 (Zr) 

一 0 (4. 3. 10) 
由 此 可 见 , 如 果 (4. 3. ee 3.8) 式 的 坐标 变换 就 导 


致 一 个 等 距 变 换 ,而 X= SC) 去 就 称 为 度 规 场 gz (z) 的 Killing 天 


量 场 。 

可 以 证 明 ,两 个 满足 (4. 3. 10) 式 的 Killing 矢量 场 X 和 YY 的 李 
括号 LX,Yj] 二 Z 也 是 Killing 矢量 场 , 所 以 Killing 矢量 的 集合 形成 
一 个 李 群 ,就 叫做 等 距 变换 群 。 在 ” 维 黎 曼 流 形 上 ,最 大 等 距 变换 群 


的 参数 个 数 是 二 nz(z 十 1) 个 。 (证明 略 ) 


3 4.4 7 维 黎 曼 流 形 上 的 四 脚 标 架 场 


当 n 维 歼 曼 流 形 上 有 旋 量 ( 取 半 整数 自 旋 ) 场 时 ,需要 引入 四 脚 
标 架 场 (Vierbein) 和 旋 量 联络 。 这 一 节 我 们 扼要 说 明 一 下 四 脚 标 架 
场 和 旋 量 联络 的 内 涵 和 它们 的 特点 。 
在 黎 曼 流 形 上 ,可 以 在 每 一 个 z 点 建立 一 组 四 个 互相 正 交 的 & 
(Zz) 的 坐标 系 (a 二 1,2,3,4) 和 坐标 系 的 度 规 ys (x) (a,5 二 1,2,3,4)， 
并 要 求 它 们 与 维 歼 曼 流 形 上 的 x* 和 g(xz) 有 如 下 关系 : 
ds = gydr’dz’ = ns dé de 


9ZX9Z7 A 
Bw a a a dE dE =n I 7 dr dr (4. 4. 1) 
由 此 导出 
9& 9& 9zx’*97x’ 


8w Mo IY? To Bm gar a (4. 4.2) 


0 
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QZ 
Ia AAA A 一 pl 
定义 4.4.1 et jy ' 则 有 (4. 4. 3) 
Bd 0 
0 0 | (4. 4. 4) 
7 = elebg 
定义 4.4.2 多 一 号 和 , 则 有 (4. 4. 5) 
y=—dr' — edz | 
(4.4.6) 
y=” 
由 (4.4.5) 和 (4. 4. 3) 式 又 得 
Wea (TY 
Geb — — 3 6 (4. 4.7) 


于 是 我 们 得 到 了 四 个 互相 正 交 的 1- 形 式 9* 二 8dzr* 二 de (zx)(a=1， 
2,3,4)。 它 们 是 工 点 的 Lorentz 坐标 系 的 基本 矢量 ,构成 工 点 的 四 
脚 标 架 。 
在 引入 了 四 脚 标 架 后 ,就 有 了 两 种 指标 :py,7Y 二 1,2,…,n 和 a,b 
三 1,2,3,4, 从 而 蕴含 有 两 种 局 域 的 坐标 变换 群 。 一 种 是 n 维 流 形 
M 上 的 局 域 坐 标 变 换 群 -一 zx ,例如 
(x) te (x) Wz ) = 
另 一 种 则 是 M 上 每 一 个 点 工 i Lorentz 转 
动 群 , 例 如 
et(z)=Li(z)es (xz), Ox)=L (rz) (4.4.9) 
ms 和 A 
7 一族 一 土 5 (4. 4. 10) 
上 式 在 闵 氏 四 维 空间 中 ,a 二 1,2,3 时 取 十 号 ,a 二 0( 或 4) 时 取 
。 84 。 
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et 
引入 四 脚 标 架 是 为 了 引入 旋 量 波 函 数 和 引入 作用 于 旋 量 波 函 数 
的 7 矩阵。 它们 都 是 研究 量子 超 引 力 理论 所 必须 的 基本 手段 ,可 惜 
的 是 ,在 20 世纪 80 年 代 中 期 已 经 证 明 , 量 子 超 引 力 理论 和 量子 引力 
理论 一 样 ,也 是 不 可 重 整 化 的 ,所 以 对 四 脚 标 架 及 其 性 质 的 介绍 就 到 
此 为 止 。 


3 4.5 黎 曼 流 形 上 的 共 形 变换 群 
( 流 形 维 数 二 2) 


考察 一 个 n 维 歼 曼 流 形 M ,在 M 上 作 坐 标 变换 ,并 要 求 这 个 变 
换 满 足下 式 (z 和 x 代表 同一 个 点 的 变换 前 后 的 坐标 ) : 


_ 9x" 9zZ8 
Ar Tar TE 


=Q(z) gy (7) (4.5.1) 
这 样 的 变换 就 称 为 共 形 变换 ,因为 它 保持 两 个 矢量 u,v 的 夹 角 不 变 ， 
具体 就 是 下 式 的 cos0 


a EE 一 cosb (4.5.2) 


在 变换 前 后 不 变 ,因为 从 (4.5.1) 式 得 知 ,下 列 关 系 是 存在 的 : 


u* y=gy (Tu > Q(zr)goyu'v’ 


Bi (Z) 一 5 (并 ) 


UO= gy (TX) uu > f(z) gyu’u’” 
v= gy (TT > f(r)gyv'v’ 
平移 变换 和 转动 变换 都 属于 共 形 变换 ,它们 构成 共 形 变换 群 的 
子 群 。 
为 了 阐明 共 形 不 变性 对 坐标 变换 提出 了 哪些 约束 条 件 ,我 们 最 
好 通过 之 点 邻近 区 域 中 的 坐标 变换 ,使 这 个 区 域 中 的 gw Cz) 变 为 平 
度 规 加。 为 了 醒目 ,把 平 度 规 的 上 下 指标 写成 a,6,c,… ,于 是 有 
os 
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ga (TX) /2 0 


ds’ = gwdr’dr’ = ndr’ dr’ =6 dr’ dr’ 


然后 写 出 坐标 的 无 限 小 变换 
-> 一 2 十 ee r=r*—e 
取 一 次 微小 ,就 得 
dx! Ax 


BS BR per 六 2) 


= (6/—9e/) (6 — er)0 
一 0 一 (9.ss 十 9oeo。) 
如 果 要 求 满足 (4. 5. 1) 式 , 则 约束 条 件 就 是 
(9ues 十 9iev) 一 Auw 
于 是 有 
0” (dues +9sea)=AO®6, 一 人 7 


3 一 一 6“ (aes 十 aieo) 


a 9ue“ 十 96e’) 
n 


2 


ey 一 一 
n n 


利用 (4. 5. 6) 式 ， 
.es 十 aues 一 二 (3 ,总 
再 利用 (4. 5.5) 式 ， 
g's (x)=6s (1— (9 9)) 
与 (4. 5. 1) 式 比较 ,得 
Q(z)=1— (3 。E) 
nl 


又 从 (4. 5.8) 式 出 发 ， 
。86 。 


(9。e) 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


9. 


.3) 


. 4) 


:9 


. 6) 


Bh 


8) 


a 
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2 
9a96: 9a.96 (9.84a 十 9ue.) 二 & E)6u 
乘 六 : 
2 
9.96n” (geu 十 9ue.) 一 一 39 (9 e)Gw 
n 
> 9,.9.0’+9.96n" ge. —=9.9.(9* e)+9, De. 


人 。 €) 
n 


一 (7 一 2)9.9.(9。e) 十 Lose. 王 0 (4.5.10) 
把 (4. 5.10) 式 中 的 a,c 交换 ,再 与 (4. 5.10) 式 相 加 ,又 得 
2(7 一 2)9.9.(09。g) 十 zLj(ae 十 9s,) 王 0 (4.5.11) 


再 利用 (4. 5. 8) 式 ,得 
DCist+9e) = se 


代入 (4. 5.11) 式 , 则 有 
(n—2)9,9.(9。e) 十 LL](9 。e)6, 一 0 (4.5.12) 
从 式 (4. 5. 10) 和 式 (4. 5.12) 都 看 到 ,n= 二 2 是 一 个 与 众 不 同 的 特 
殊 情况 。 后 面 $ 4.6 节 将 讨论 这 种 情况 。 
现在 我 们 先 来 考察 z 盖 2(2 一 3,4,5,…) 的 情况 。 在 2 盖 2 时 ,(n 
一 2) 关 0, 利 用 (4. 5. 8) 式 , 左 方 9.9 作用 上 去 得 : 


asaiaes 十 aaiaies 一 二 asaiae6u (4. 5 8)1 
(1)a 天 0, gh: 
9u9igugp 十 9,9195e。 一 0 
两 项 互相 独立 ,所 以 有 


guohiduso 一 0， guoqidieu 一 0 
包括 9,9,96es 二 0 等 。 
(2)ab,g=h: 
3.09,0€s 93,0.08s =0 
,ps 
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两 项 互相 独立 ,所 以 有 
a.3,.3.es 一 0 
(3)a 二 56, 对 重复 的 a 不 求 和 ,而 对 c 求 和 : 
4969ses toss 0s — og 980 
右 方 9.3。.9iei ,99692en »""" 0g9g0nEn 互相 独立 ,所 以 有 
3.9,3ue, 一 0,3,.3,.gies 一 0,…3,3.3.ev 一 0 
(4)g 二 hh 二 a 二 56, 对 重复 的 a 不 求 和 ,也 得 


9g9g9geg—0 
总 之 ,任何 一 个 es (或 es,…) 的 三 次 微分 都 等 于 零 。 利 用 
(4. 5. 12) 式 也 可 证 实 这 一 点 。 因 此 结论 是 :es 的 四 级 数 展开 只 有 三 


项 :一 项 是 常数 项 ,一 项 是 工 一 次 项 ,一 项 是 工 二 次 项 。 所 以 ,e, 一 
般 可 写成 
ev 一 ws Taw Saw rr’ (4. 5.13) 


把 (4.5.13) 式 代入 (4.5.8) 式 ,并 利用 (4.5.7) 式 ,就 可 找到 满足 
共 形 不 变性 要 求 的 这 些 a ,as ,aw 系数 的 具体 形式 : 

QD e, 二 as ,yas 是 常数 ,代表 普通 的 平移 ,一 共有 nn 个 a。, 有 关 的 生 
成 元 是 P,。 


加 6 一 aw saw 一 一 ew 代表 旋转 ,一 共有 全 号 一 个 aw ,有 关 的 生 


成 元 是 Mu 。 
@ es 二 bx',b 代表 整体 的 伸缩 ,有 关 的 生成 元 是 D, 只 有 一 个 。 
由 es 一 (26wk。 一 6uks)zx rz ,ks 代表 特殊 共性 变换 ,一 共有 个 
ks。,， 有 关 的 生成 元 是 天 。。 
可 见 , 在 mn 二 2(n 二 3,4,5,…) 时 , 共 形 变换 生成 元 的 个 数 是 
n(n) ee _ (nn 十 1)(n 十 2) 
(P,) 2 (D) (K,) 2 
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这 个 数目 是 有 限 的 。 


$ 4.6 黎 曼 流 形 上 的 共 形变 换 群 
( 流 形 维 数 n 一 2) 


取 n==2,gw 二 6 , 则 (4.5.8) 式 就 变 成 如 下 的 方程 组 : 
91es 十 9se1 二 0 — di 二 =—9,el 
9iel 十 9gisl 王 0iel 十 gs 一 9igl 一 902e; | 
(4. 6.1) 式 说 明 在 n= 二 2 的 情况 下 ,siye 正好 满足 Cauchy-Rie- 
mann 条 件 。 因 此 自然 可 以 做 到 在 复 坐 标 系 z= 二 zx' 十 iz? ,z= 二 xz! 一 iz? 
中 给 出 e(z)= 二 el 十 ie? ,e(z) 二 el 一 ie: 。 这 就 显示 出 2 维 黎 曼 流 形 上 
的 共 形 变换 e' 一 e' ,e: 一 e” 与 复 流 形 上 zz 的 解析 的 坐标 变换 


(4. 6.1) 


z—>z = f(z),z—>z = f(z) (4. 6. 2) 
是 一 一 对 应 的 ,变换 前 后 的 ds: 和 ds”? 是 
2 
ds: 一 dzdz 一 ds 一 园 dzdz (4. 6. 3) 


与 (4.5. 6) 式 对 照 ,(4. 6. 3) 式 说 明 (4. 6.2) 式 确实 是 一 个 共 形 变 
换 , 其 中 QQ 是 


QQ 二 


afl’ 
9z 


现在 来 看 一 看 (4. 6. 2) 式 的 无 穷 小 变换 生成 元 及 其 对 易 关 系 , 设 
s(z) 一 > enz"™!! 


(4. 6. 4) 


则 


PS Re +e(z) f(z) 


=f(z) 二 >， erz"t! f(z) (4. 6.5) 


所 以 生成 元 有 无 穷 个 : 
“0 
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L 一 2 (n= 二 0 和 正 负 整 数 ) 
e, 则 是 无 穷 小 变换 的 群 参 数 。 对 易 关 系 是 


= 六 nat+19 n+1 9 m+1 9 
[LL]=z 2 de 2 
一 (7 一 7 ) 了 +， 
与 之 相仿 ,又 有 


L,=z""! 克 (n= 二 0 和 正 负 整数 ) 


[天 | 二 zz 一 —Z 去 
之 之 9z 

=(n—m)L,s, 
全 一 9 9 9— 9 
人 十] 二 A A 2 
LI。 一 > 3 gz 2 2 gz 


二 0 


(4. 6.6) 


(4. 6.7) 


(4. 6. 8) 


(4. 6.9) 


(4. 6. 10) 


以 上 工 。, 工 。 的 集合 和 它们 的 对 易 关 系 式 (4. 6. 7), (4. 6. 9)， 
(4. 6. 10) 构 成 了 一 个 代数 ,这 就 是 广为人知 的 Virasoro 代数 。 这 个 
代数 是 从 维 数 "一 2 的 黎 曼 流 形 上 的 共 形 变换 群 的 不 变性 导出 的 ,所 
以 它 在 2 维 时 空 具 有 共 形 不 变性 的 各 种 物理 理论 中 都 起 着 特别 重要 


的 作用 ,包括 2 维 o 模型 理论 .2 维 统计 物理 理论 等 。 


顺便 再 看 一 下 ?二 1, 这 是 一 个 很 平凡 的 情况 ， 因为 只 有 一 个 E1， 


gl 一 1,(4.5.5) 式 简化 成 g =1 一 2aisl 王 1 一 人 ,因此 得 


4 一 2giel ， (=1—A=1—291e 
(4.5. 10) 式 和 (4. 5. 12) 式 现在 都 写成 
一 919191&€ 十 919191€ 二 0 (自动 得 零 ) 


从 而 在 ?一 1 时 ,无 论 el 取 什 么 值 , 都 能 满足 (4. 5. 1) 式 。 一 般 就 取 


El (Zi ) > i 1 
n 


fo ea ft > ee 


。 90 。 
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从 而 生成 元 是 二, 一刀 +1 过 (一 0, 正 负 整 数 )。 L, 的 集合 也 构成 一 


个 Virasoro 代数 , 它 与 (4.6.6) 式 的 区 别 只 是 二 是 实数 ,z 是 复数 , 生 
成 元 的 个 数 都 是 无 穷 ! 


。 09] 。 


第 S 章 复 流 形 


3 5.1 复 流 形 和 它 的 特点 


复 流 形 也 是 一 种 Hausdorff 空间 ( 见 定义 1. 1.6), 它 上 面 的 每 
一 点 也 都 有 邻 域 覆 盖 。 每 一 个 邻 域 都 各 自 拓 扑 辣 胚 于 一 个 维 复 空 
间 中 的 胞 腔 (cell) ,并 且 在 两 个 邻 域 重 倒 的 区 域 ,局 部 坐标 的 变换 是 
一 个 复 解 析 变换 。 

例如 , 设 z ，…,z” 是 其 中 一 个 邻 域 上 的 复 坐标 ,w ,…,w" 是 另 
一 个 邻 域 上 的 复 坐 标 , 在 两 个 邻 域 的 交 熙 处 有 如 下 函数 关系 : 


el (i=1,2,..,n) (5.1.1) 

9 (vw ,7 ) 

9(z! ,*** ,Zz") 本 ep 
如 上 定义 的 复 流 形 有 两 个 很 有 特点 的 性 质 : 


(1) 复 流 形 的 空间 必定 是 偶 维 的 。 这 是 因为 n 维 复 流 形 正 好 要 
有 2n 个 变数 方才 构成 n 个 复 坐 标 。 
(2) 复 流 形 必定 是 定向 的 。 
证 明 dz! 人 dz! 二 (dx! 二 idy!) A (dx! —idy!) 
=—2idxr' A dy! 
—>dzriA.Adzx"Ady AAdy’ 


CF)"dz We Rd jd 
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藤子 和 草 香 流 形 


等 号 两 端 dz 人 …dzx" 人 dy 人 入 … 人 Ady 和 C3) "de Rd Nd a 


和 A… 人 Adz" 是 实数 。 
又 取 另 一 组 局 域 坐 标 过 ,在 w* 与 z 之 间 存 在 如 下 关系 : 
dz 人 人 … 人 dz 加 王 Jdz 入 … 人 dz (5 1:3) 
J 是 雅 可 比 行 列 式 ( 见 (5.1.2) 式 ): 


所 以 
dw! A A dw Adw! A A dw"'=JJ dz! 入 人 dz 
入 dz A A dz" (5. 1. 4) 
注意 ”这 里 JJ 是 正 实数 。 
由 于 zx 和 > 互相 独立 ,w 和 w 也 互相 独立 ,而 且 w 只 与 x 有 函 
数 关系 ,w 只 与 z 有 函数 关系 ,所 以 


Q(tw so ,0") 


0 
A (tw se ,TU ,YU yz) D(zl，…yz?") 
Q(zl see, 2" ,Zl ss Z") 0 dtw! se ,vi ) 
a (xz! »""" ry 
=JJ>0 (5. 1. 5) 


可 见 复 流 形 上 的 任何 一 对 有 交 共 区 的 邻 域 的 坐标 (wr ,w*) 和 (xz， 
z*) 的 雅 可 比 行列 式 必定 大 于 零 , 所 以 复 流 形 必定 是 定向 的 。 
注意 ”以 上 两 个 特点 都 只 是 复 流 形 的 必要 条 件 ,但 不 是 充分 条 
件 ,例如 S$ 也 是 满足 这 两 个 条 件 的 ,但 Hopf 和 Ehresman 已 经 证 明 
在 S 上 面 不 能 建立 复 结构 ,所 以 S 并 不 是 一 个 复 流 形 。 
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3 5.2 矢量 空间 上 的 复 结构 和 近 复 流 形 


按照 $ 5.1 中 的 定义 ,在 复 流 形 上 任意 两 个 相 邻 邻 域 的 重合 部 
分 的 坐标 变换 必须 是 一 个 复 解 析 变 换 , 由 此 可 导出 复 结构 。 
取 一 个 n 维 复 流 形 , 它 的 上 面 有 复 坐 标 : 
二 Xt 十 iy:， 2 二 Xt 一 iy* (k=1,2,°…,n) (5.2.1) 


dz*=dzxt +idyt:, dzt=dzr:—idy (5. 2. 2) 
一 元 ( 叉 十 素 ) ， 闪 一 了 (对 一 到 ) (5. 2. 3) 
| 坊 = 六 (z+i) (5. 2. 4) 
又 设 f 是 一 个 复 解析 了 艺 数 , 则 有 
df = ( 基 )az+( 苇 ) 近 C6. 
把 (5.2.2),(5.2.4) 式 代 人 (5. 2.5) 式 ,得 
dj= 尖 dz ey : (5. 2. 6) 


定义 5.2.1 如 果 / 是 z*(k 二 1,2,…,n) 的 全 纯 函 数 , 则 要 求 
9f _ ps 
~-— —>9 a Re 四 机 
a C020) 


全 纯 条 件 (Cauchy-Riemann 条 件 ): 取 广 =w 十 iv , 则 全 纯 条 件 
的 要 求 就 是 (根据 (5. 2.4) 式 ) 


a(w 十 1vw) 11a. 
0 一 站 (3 i 二 1w) 
_1 dw gu’ 各区 gv ,au 
2 全 = 2 [> 
J J 
or dW dy .90 (5. 2. 8) 


_ 奖 了 和 昔 外流 形 


把 上 指标 改写 一 下 , 取 y= 如一 (一 1 2 72)， 则 | 
(5. 2.8) 式 可 归纳 为 一 个 2nX2n 矩阵: 


a ai aa ae 
ax! ax! ax! ax! 
OW ,9 ou ou” 
( D2 oar” oar” QT" 加 7 
9 J au! du” gu"t! dus” 
art 人 Sl Sti Ee dr"t! 
dx” dx”” dr”” dx” 
au! dau” QQv! gv 
zl zl 9x! arzl 
au! au” 9v! qv 
9x” gz” gx” 9x” U1 2 人 
zl du” gv av" U3 Us Wi 
ay ay! ay! ay 
aa 9 9 
9y" gy” gy" 9y" 
其 中 
Ou .9w dav .9v 
ax! ax! ax! ax! 
Ul 一 和 Wz 一 
9u 外 和 由 gu” 9 了 二 由 所 9v" 
gz’ ax” gr” 9x” 


ee 
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Qu ,,, 9w 9v .9v 
ay ay” ay’ 9y 
te : . Us 二 . . 
32 四 由 自 9u” az eee gv 
9y” 9y” 9y” 9 
根据 (5. 2.8) 式 得 
WU1 一 M4， U2 U3 
引入 2nX2n 矩阵 


0 = 
i 由 1, 是 nXn 单位 矩阵 


Cauchy-Riemann 条 件 可 统一 表示 为 


U3 Wa Us | 
Ul Us» Us ~ U3 


则 全 纯 条 件 


J 满足 三 三 一 T， 
再 令 作用 于 矢量 空间 , 则 有 
KK 
ar! Drz+l 
国 本 
gz” gr” gar DY 
J 等 二 
| 
dz! gx! day: 9x 
9 9 
dr” gr” 


利用 式 (5. 2. 4), 则 有 
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(5.2.10) 


(5.2.11) 


(95212) 


(5.2.13) 


第 了 茧 息 流 形 


ce 
a 人 5 | ' gz 
二 
一 二 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 ee 一 一 -一 (9 
Le Ss i ) i Co 


J 就 是 矢量 空间 上 的 复 结构 , 它 有 两 个 本 征 值 土 i。 


定义 5.2.2 在 每 一 个 工 点 (zEM) 的 J 记 作 了 J-, 称 为 切 空间 
TCM) 的 复 结构 , 流 形 M 上 的 张 量 场 ] 则 称 为 M 的 近 复 结构 。(J 
是 J,(TEM) 的 集合 ) 


定义 5.2.3 可 给 定 一 个 近 复 结构 的 光滑 流 形 称 为 近 复 流 形 。 


按照 定义 5. 2.3, 复 解析 流 形 是 近 复 流 形 , 但 近 复 流 形 不 一 定 是 
复 解 析 流 形 ,因为 不 一 定 可 在 M 上 整体 引入 复 坐 标 。 

硅 M 上 有 一 可 积 近 复 结构 , 则 M 必 为 复 流 形 ( 证 明 略 )。 这 可 
作为 8 5.1 最 后 提 到 的 充分 条 件 。 但 要 注意 : 

(1) 近 复 流 形 不 一 定 是 复 流 形 , 例 如 S$ 有 近 复 结构 ,但 它 不 可 
积 , 所 以 不 是 复 流 形 (证 明 略 )。 

(2) 实 偶 维 定向 流 形 不 一 定 是 近 复 流 形 。 例 如 S$" 都 是 实 偶 维 定 
回流 形 ,但 其 中 只 有 S* 是 复 流 形 ,与 CP(1) 流 形 同 胚 ,其 余 S (2 天 
1,3) 都 没有 近 复 结构 (证 明 略 ) 。 

以 下 把 几 种 映射 下 的 不 变性 归纳 一 下 : 

(1) 拓 扑 同 胚 映射 下 的 流 形 不 变性 质 一 一 拓扑 不 变性 。 

(2) 微 分 同 胚 映射 下 的 流 形 不 变性 质 一 一 微分 同 胚 不 变性 。( 拓 
扑 同 胚 映射 可 能 改变 微分 结构 ) 


jp 以 乏 为 基 矢 的 矢量 为 (1,0) 型 ,以 5 为 基 矢 的 矢量 为 (0,1) 型 。 


。 9097 。 


多 入 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


(3) 复 流 形 在 全 纯 映 射 下 的 不 变性 质 一 一 流 形 的 复 结构 性 质保 
持 不 变 ( 一 般 微 分 同 胚 映射 下 ,可 能 改变 复 结 构 性 质 )。 对 比 之 下 可 
看 到 :全 纯 映 射 是 保持 复 结构 性 质 的 最 光滑 的 同 胚 映射 。 


9 5.3” 近 厄 米 流 形 、 厄 米 流 形 、 厄 米 联络 


设 M 是 具有 近 复 结构 J 的 流 形 。 在 M 上 P 点 的 邻 域 选 取 局 域 
复 坐 标 系 {z",z" ;a 二 1,2,…,n) ,从 而 在 PP 点 可 以 定义 切 向 量 场 的 基 
矢 5. 一- 所 和 3, 一 3 ,根据 (5. a 
Ja 一 一 ia,， Ja 一 iD。 (5. 3. 1) 
再 定义 复 流 形 上 的 厄 米 度 规 巾 , 它 具有 厄 米 性 质 ( 六 上 方 的 - 表 
示 取 复 共 恩 ) : 
h;=h; (B32 


矢量 X= ;和 矢量 Y= -入 的 内 积 


HCOX ,Y) =haé'y’ 


攻 (5. 3.3) 
H(Y,X)=h,é'y 
所 以 又 得 到 HC(X,Y) 的 厄 米 性 质 


讨论 1 因为 h, 二 hy 二 0, 所 以 不 存在 & -到 和 yy 起 的 内 积 ,也 
oy 
不 存在 3 7 3 本 的 内 积 。 
讨论 2 自 (5.2.14) 式 ,J 作用 在 内 积 昌 (X,Y) 上 内 积 不 变 : 


和 司 的 道 矩阵 元 是 Ai7 :ji 二 装 ,hihi 二 6 了-。 


和 98 S 


第 5 莫 喜 流 形 


HOUX,JD=hy(8J 入 ,J 起) 


ed 

=h;(&( D7 (D3) 

ey pe A Ce 
如 E 5 二 7 9 。 口 。 口 


ba 


讨论 3 利用 (5. 3.4), 得 知 有 H(X,X) 二 日 (X,Y 了) 是 实 的 。 
定义 5.3.1 具有 厄 米 度 规 的 近 复 流 形 称 为 近 厄 米 流 形 。 
定义 5.3.2 具有 恒 正 厄 米 度 规 的 复 流 形 称 为 厄 米 流 形 。 


注意 根据 (5. 3.2) 式 和 行列 式 的 性 质 ， 


hir hi1s hi1s hi hal hai 
de hst hs hs 1* 攻 ho ha h35 
hs hszs As “:* his hs hs 


| a _ =det(hs (5. 3.6) 
hasr has hs3 a 


所 以 det(hs) 必 定 是 实数 。 


若 det(hnz) 不 但 是 实数 ,而 且 >0, 则 称 hj; 为 恒 正 厄 米 度 规 。 
在 厄 米 流 形 中 ,仿照 (4. 1.7) 和 (4. 1.8) 式 , 取 
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Ol |: : (5. 3.7) 


Et = NL ee, = ， 177 二 hh 
再 引入 Hodge * 运算 ,可 把 黎 曼 几何 中 的 一 些 与 Hodge x 有 关 的 结 
果 推 广 到 厄 米 流 形 中 去 。 因 计算 方法 类 似 , 而 篇 幅 较 长 ,此 处 略 去 。 
在 复 流 形 M 上 也 可 以 引 和 人 联络 。 例 如 , 设 M 上 某 点 也 的 邻 域 


三 ， 一 9 加 Aen 
的 坐标 系 为 dz ,dz , 则 仿照 (3. 1. 9) 式 ,可 对 矢量 区 和 -二 定义 协 变 


导数 如 下 : 
9 9 9 
人 
于 (5.3.8) 
天 9z: 人 gz 


J 从 左边 作用 上 去 ,根据 复 结构 的 性 质 (5. 2. 14) 式 ,得 
4. 
Oz 


s th Gs i i 9 
1V 三 1 de 32 Ind 3 


避 

tin dv iT, dv (5. 3. 9) 

于 是 ,如 果 要 求 复 结构 的 了 作用 上 去 后 ,不 发 生 抵触 , 即 不 破坏 复 结 
构 性 质 ,就 必须 (对 比 (5. 3. 8) 式 和 (5. 3.9) 式 ): 

PT 1 (5. 3. 10) 

对 于 厄 米 流 形 ,还 要 求 联 络 与 度 规 之 间 没 有 抵触 ,就 是 说 ,如 果 


要 求 出 两 个 矢量 场 X=& ; 汪 和 了 = 书生 的 内 积 ,就 必须 按照 厄 米 
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度 规 的 规则 进行 计算 , 即 ( 根 据 (5. 3. 3) 式 ) 内 积 等 于 
H(X,Y)=haét"n 05 


再 参考 (4. 2. 3) 式 ,如 果 XX 一 六 :与 Y 一 7 翅 沿 厄 米 流 形 上 的 


任意 的 曲线 平行 输 运 时 保持 不 变 , 则 必定 要 求 
VX=YV(é 0) 一 (6) 汪 二 (二 ) 
te 
gz 
一 、9 | 二 9 
VY = v= a /ea pe 
BE4 9 之 
二 
= (dy i 0 《053 12) 
可 见 在 平行 输 运 时 有 
de =—éT!,d7 =—7T (5. 3. 13) 
吉 是 HC(X， Y) =hgé°n 沿 厄 米 流 形 上 任意 曲线 平行 输 运 时 保持 
不 变 , 则 要 求 (利用 (5. 3. 13) 式 ) 
Vhsé'in )=(dha) ED ths (de 7 +hse' (dy ) 
= (dhi)ED —hs (ETDD — hen rs 
dj 了 7 je Ss AT 


=[dhs—hsTt—har’ Jéy =0 (5. 3. 14) 
由 于 &,wy 是 任意 的 ,所 以 要 求 
dj 一 FA 一 Pi 一 0 (5.3. 15) 


这 就 是 厄 米 流 形 中 的 容许 联络 h; 所 要 满足 的 条 件 。 若 在 式 
(4. 2.2) 式 的 右 方 乘 上 dx* , 则 得 到 与 (5. 3. 15) 式 相似 的 形式 
dg;s —Tgs —Tyga=0 
可 见 , 厄 米 流 形 中 的 容许 联络 是 黎 曼 流 形 中 的 容许 联络 在 厄 米 流 形 
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中 的 推广 。 
在 第 4 章 黎 曼 流 形 的 探讨 中 ,还 证 明了 可 以 从 容许 联络 给 出 关 
系 04gu 十 0Q4gu 一 0( 见 式 (4. 2.15) ) 。 
在 厄 米 流 形 中 ,也 存在 类 似 的 关系 式 , 现 说 明 如 下 。 
对 (5. 3. 15) 式 取 外 微分 ,得 
—drthst+Tt Adhs—dl hastr’ Adhs=0,。 
再 根据 式 (5. 3. 15) ,把 dir 一 pz 十 AT 代入 ,又 得 
—drihs tr A ChsT! 十 AT ) 
—drih, tT ACh T+th rT’)=0 
其 中 玉 AA 和 有 AAA_P; 抵消 后 ,等 式 写成 : 
一 dr 一 TAI 一 dr —h, AT 一 0 


hs Cdr’ +r? AT)+h Cadre tr AT)=0 (5. 3. 16) 
与 式 (3. 3.6) 对 比 :与 wi 相当 , (dT 十 TT) 与 Q; 相当 ， 
所 以 式 (5. 3.16) 与 式 (4.2.15) 的 Qtgw 十 Qtgw 一 0 十 2 一 0 相当 。 
回顾 (3. 2. 6) 式 ,曲率 R%j 为 


= 和 十 Te 一 — TaT% 

并 并 

在 厄 米 流 形 的 情况 , 则 有 
尺 - 


bcd 


Ee 9 a 9 a CC 下 a n 
= 


9 a 


a 9 a a a a 
Rl oolp = ll Ds C1 


wd 一 可 
由 于 J 作用 上 去 不 破坏 复 结构 性 质 , 要 求 (5. 3. 10) 式 必须 成 立 , 所 
以 (5. 3.17) 式 中 的 Ri 和 R& 都 是 零 。 
Rs, = Ri, =0 (5. 3. 18) 
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这 也 是 要 求 保持 近 复 结构 (J 作用 上 去 不 发 生 抵触 ) 的 结果 。 
9 5.4 Kahler 流 形 


复 流 形 上 如 果 定 义 了 厄 米 度 规 


ds’ =2h,s dzedzp (5. 4. 1) 
就 可 定义 微分 形式 : 
K=ihsdz A dz Co 


称 为 Kihler 形式 , 它 是 实 的 ,因为 利用 (5. 3.2) 式 得 
K=—ihg dz A dz =i hg dz? Ndz° =K 
敬 复 流 形 上 的 Kihler 形式 是 闭 的 : 
dK=0 (5. 4. 3) 
则 定义 这 个 复 流 形 M 为 Kihler 流 形 。 由 于 


dK 一 i Mdzr A dz de? +i Bd Adr Ad2 
oz OZz7 


— 1 /hs_ ha) A dye Ads 
2 2 jdz 入 dz A dz 


Bot er J (5. 4. 4) 
再 来 考察 Kihler 度 规 对 联络 的 要 求 , 先 写 出 协 变 微分 : 
Vhs— hs Ths — Tho (5. 4. 5)) 


由 于 复 结构 J 的 要 求 ( 见 (5. 3.10) 式 ,(5.4.5)) 式 可 简化 为 
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_ > 
Vi 一 十 IE 
9 
Viha = hs Ths (5. 4. 5), 


自 (5. 3.15) 式 已 知 厄 米 容 许 联络 满足 (5. 3. 15) 式 
dhs—hal’ —hal! =0 
9hs 9hs 


本 3 dz —hoT dz 一 Pa dz: =0 


ahs 


(他 


1 a 


所 以 取 厄 米 容许 联络 时 ,存在 如 下 关系 ( 因 dz* ,dz 任意 ) 


9hs 
gz* 


把 式 (5.4.6) 代 入 式 (5. 4. 4) ,得 


ahs 37 
=haTy, SS =haT sy, T=T, 


ahs a 
=h TE, =hsr’ (5. 4. 6) 
gz 


Dx 7 
hr hs de (5. 4.7) 
9z 9z 
所 以 hs 是 Kahler 度 规 的 充 要 条 件 又 可 写成 
Re (5. 4. 8) 


即 Kahler 度 规 的 充 要 条 件 是 无 挠 (参见 (3 2.8) 与 (4.2.5) 式 )。 
由 于 Kaihler 流 形 的 度 规 是 无 找 的 ,所 以 可 导出 Kahler 流 形 的 
一 些 特殊 性 质 , 使 算式 简化 。 例 如 , 取 
J= psdz A dz (5. 4. 9) 
则 y 的 协 变 微分 Vy 为 (参考 (3.1.16) 式 关于 Vv, 的 定义 ) 
V fadz" A dzf = (re )dz 入 dz 入 dz 
i > (5.4.10) 
visdz" A d= (= Adz Md 


筋 了 和 墓 ” 套 流 形 


由 于 Kihler 度 规 ， 

T=T%,, dz Mdz’=— dz" 人 dz (反对 称 ) 

I 一 T， dz A 人 dz 一 一 dz 人 dz (反对 称 ) 
所 以 (5.4.10) 式 中 含 [和 和 含 T% 的 项 都 没有 贡献 ! (5. 4. 10) 式 简化 
成 

Vpadz A de = (3 尘 )az A dz* A dze 

QZ 
a (5.4. 11) 
A (Ce 入 dz A dz 


之 
这 个 证 明说 明 , 在 Kihler 流 形 中 ，, 协 变 微 分 中 了 项 不 出 现 : 
Vaporo Bhd A de A A dep A de A A de 


的 
ny Adza A dz A 
9 


MN dz» A dz A A daze 
=—9y (5. 4. 12)， 
Ve dz A dz 人 人 dz A der A A de 


— hh ye den 人 dz”2 人 证 着 


9z 
A dz A (—1)*di A dz A A dee 
= (5. 4. 12)， 
在 式 (5.4.12); 和 式 (5. 4. 12), 中 ,我 们 引入 了 两 个 微分 算 子 : 


< 9 ~ 一 9 
3 一 dz -一 ， 9 二 》 dz 一 (5. 4. 13) 
2 9z a 一 1 a 
合 起 来 就 是 
d 王 (3 十 3) (5. 4. 14) 


与 4。d=0 相仿 ,必定 也 有 (参考 (1. 4. 17) 式 ) 
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3a。3 王 0， 9。，9 二 0 (5.0 -15 
由 于 dzi A dz 二 一 dz A dz' ,所 以 

9，9= 一 3。9 (5. 4.16) 
又 定义 余 微 分 算 子 (Hodge* 的 定义 见 (3.4. 10) 式 ) 

8 一 一 xdx 一 一 *(3 十 9) * 二 0 十 9 (5.4.17) 

其 中 

0=— x9x, 0 一 一 x*9x (5. 4. 18) 

仿照 (3.4.3) 式 ,引信 复 Hodge * 运算 (2 是 复 流 形 的 复 维 数 ) : 


1 i 
(na—p)! (n—g)! 


1 i he 
(—1)z"” 1)+np 21 op 和 ef dz 人 .…- 


x (dza A A dz A dat A A dzr ) = 


Ye 
和 人 dza -人 dz A 人 dzn-， (5.4. 19) 
例 1 p= 二 gq 二 0。 

让 二 
人 

入 二 大 二 夸大 是 2 (5. 4. 20) 

取 复 共和 罗 C 

一 一 1 本 ~ 
ei er 2 ( 1)? . “Eh * 63 .3 dz £23 


Na Nn A 


ee ] 让 2 ， 
er 一 一 n(n—1)+n 和 二 eee 
ed De ee 


A ee Ee. 
1 


1 
. Zn(n—1) . . 7 ee 
= (—1) So Gh te 人 


ee ee We Pe 
一 关 1| (5. 4. 21) 
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所 以 * 是 一 个 实 算 子 。 
例 2 x 从 左边 作用 在 式 (5.4.19) 上 ,得 
x x Cdz" A dz A A dz A dz A A dz%) 
二 常数 (dzn A dz A dz A dm 人.… 人 dz 玉 ) 


再 利用 (5. 4. 15) 式 就 可 得 
900 二 x*9x x9x 一 常数 x99x 一 0 


00 二 x*9x xX9x 二 常数 x99x 二 0 (5. 4. 22) 
利用 (5. 4. 17) 式 . 
66 二 x*dx dx 一 常数 *ddx 一 0 (5. 4. 23) 


从 而 找到 三 种 Laplace 类 型 的 算 子 : 
A 一 (d 十 9) 一 d8 十 3d 


口 王 (3 十 0) :一 20 十 03 (5. 4. 24) 
口 王 (3 十 9 一 3 .0 十 03 

它们 之 间 存 在 如 下 关系 : 
A 二 2 口 二 2 口 (5. 4. 25) 


为 了 证 明 (5. 4. 25) 式 ,我 们 引入 入 算 子 。 对 于 任意 一 个 微分 
形式 : 


上 pl! gf dz” 人 . 人 dz A dz- 
人 上 Cod 26) 
入 从 左边 作用 上 去 得 (入 的 定义 ) 


人 F 一 有 dx“ 人 eee 


1 机 
(一 1)1 (一 1)1 eo TL aa 高 
开关 人 


1 ee ce 
i Se fars oy BW “hb 


dz® A A dz A dzr A A dz 
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因为 记 …5: 寺 对 于 下 指标 是 反对 称 的 ,所 以 出 现 一 个 (一 1) 生 : 因 
子 ,来 源 是 下 指标 6 换 位 (p 一 1) 次 。 

注意 到 人 作用 于 下 时 ,引起 变动 的 指标 只 有 at 和 BB ,其 他 指标 
不 受 影响 , 男 外 , 人 还 引入 了 一 个 i, 所 以 与 人 下 对 比 之 下 , 和 人 下 应 
写成 : 


0 i 
AF D1 ct Ca Dh 7 dz” 人 
‘oA dz 人 da A A dw 
1 本 
= (Cp—1)! a | 人 dz"? 
人 a 人 dz A dz 人 了 A dz 
本 1 ed a 
(bp 一 1)1! rt 1 
A A dz A dz A A de 
= (5. 4. 27) 
所 以 人 是 一 个 实 算 子 。 
现在 我 们 要 证 明 如 下 关系 
a9A—Ad=—i9,， 9 人 一 人 9 一 这 (5. 4. 28) 


由 于 人 是 实 算 子 ,9 与 9 互相 复 共 轿 , 又 由 于 * 是 实 算 子 ( 见 
(5.4.21) 式 ), 所 以 9 与 9 也 互相 复 共 思 ( 见 (5. 4.18) 式 )。 可 见 ， 
(5. 4. 28) 式 中 的 两 个 式 子 是 互相 复 共 思 的 ,只 须 证 明 第 一 式 。 

这 里 需要 导出 Kahler 度 规 的 又 一 特性 。 以 h? 乘 (5. 4.6) 式 中 


7 jim 加 而 
h™ 3 
得 知 
0 
Vih" yh (5. 4. 29)1 
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盘 了 和 草 得 流 形 


相仿 地 ， 


- oh 
Vih” = 


利用 这 个 特性 ,可 以 去 证 明 (5. 4. 28) 式 。 
首先 ,根据 (5. 4.27) 式 写 出 (利用 (5. 4. 29) 式 ): 


"Tr? =0 (5. 4. 29)， 


1 号 
9AF = a 1)77 he Fi ‘a PB, eB 


(一 Didzm A A dz A dz A der 
A dae (5. 4. 30)， 
在 式 (5. 4. 30)1 中 依次 变换 指标 (B 二 Ba), (Bo 二 PB),…, (By-i1 二 
Bs) 得 到 9 个 相等 的 项 , 相 加 再 除 以 9, 得 
rr 
er 
rs ee eT 
入 dz A dar A dz A A ds (5. 4. 30)， 
以 下 我 们 要 找 出 A3F。(5.4. 26) 式 已 经 给 出 下 和 人 下 的 一 个 
例子 ,其 要 点 之 一 是 fg,…h… 必须 是 全 反对 称 的 。 现 在 取 
a 
A dz% 
人 作用 上 去 ,由 于 对 BB,B，…,B, 全 反对 称 , 所 以 要 把 9F 中 的 Bo ,Bi， 
Be，…，,B, 全 反对 称 化 : 


RE 
(p—1)! (g—1)! 9 py m2 "apBBa Bs Ba Bs 


AaF = 


2 es “apBB, Ba Ba ~ B, er a "apBB1 Bab * “Bp 


et 


多 了 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 朴 学 


Ne de 


A dz"» A dz A dz® MN MN de (5. 4. 30); 
式 (5. 4. 30), 中 的 5 都 可 换 成 Va ,再 与 (5. 4. 30)。 式 相 减 , 就 得 


(3A— ADF = a V BR f maga 


«dz A 人 dzo A dh A dze 


A A dzs (5. 4. 31) 
同时 ,我们 可 以 直接 算出 : 
= 
a V 有 dz” A 
“+ A dz A dzh A A dee (5. 4. 32) 


把 (5.4.31) 式 和 (5.4.32) 式 对 比 ,得 
(9A 一 人 3)F 一 一 iOF 
(5. 4. 28) 式 得 证 
根据 (5. 4. 24) 式 和 (5. 4. 28) 式 : 
品 =90 十 99==9(93 人 一 入 9) 十 i (9 A 一 和 9)9 
二 一 i(99 人 一 9 和 人 3 十 9 9 一 A 399) 
口 =90 二 09== 一 i3(93 人 一 A9) 一 (3A 一 A9)3 
二 一 i(939 人 一 9A9 十 9 A9 一 A 99) 
一 1(39 和 人 A 十 9 人 3 一 9 人 3 一 人 35) 
所 以 国营 国 5 
再 根据 式 (5. 4. 24) ,(5.4. 14),(5. 4. 17) 和 式 (5. 4. 28) ， 
A 二 d8 十 86d 二 (9 十 39) (9 十 9) 十 (0 十 0) (3 十 9) 
二 90 十 99 十 3 9 十 09 十 390 十 09 十 90 十 99 
一 口 十 口 十 36 十 69 十 30 十 03 
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其 中 
a0 二 99 二 39( 一 8A 十 1A9) 十 (一 9 人 十 1A9)9==0 
30 二 +99 二 9(i9 人 A 一 1A9) 十 (i93 人 一 i 和 9)9==0 
所 以 (5.4.25) 式 的 A== 口 十 口 二 2 口 =2 品 成立。 


“ll 


第 2 部 分 整体 拓扑 性 质 


第 6 章 流 形 的 同 伦 性 质 与 同 伦 群 


3 6.1 同 伦 映射 


定义 6.1.1 拓扑 流 形 是 一 个 Hausdorff 空间 , 它 的 每 一 个 点 
都 有 一 个 与 R" 同 胚 的 邻 域 。 


以 下 就 利用 两 个 拓扑 流 形 之 间 的 连续 映射 ,来 探讨 不 相同 的 连 
续 映 射 之 间 的 同 伦 关 系 。 
设 有 两 个 拓扑 流 形 X 和 Y, 又 设 有 两 个 连续 映射 上 和 gg。f( 或 
8) 可 以 把 XX( 或 站 的 点 1 :1 对 应 地 映射 到 Y( 或 XX) 上 面相 应 的 点 : 
三: X—Y 
g:Y—X 
f 和 g 都 是 可 以 连续 形变 的 ,于 是 又 有 如 下 定义 。 


定义 6.1.2 如 果 映 射 f。 可 以 连续 形变 到 fs( 或 映射 f。 可 连 
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续 形 交 到 广 ), 则 称 f。 和 f。 是 两 个 相互 同 伦 的 映射 。 


可 以 具体 地 用 函数 F(x,4) 来 表达 f。 和 f, 的 连续 形变 
人 一 时:FGza) 王 广 (z) 
一 0 时 :FFGz),b) 一 万 (Zz) 
工 代 表 拓 扑 流 形 X 上 的 点 ,万 Cz) 和 f(z) 都 是 YY 上 的 点 。 

当 ) 连 续 地 由 a 变 到 6 时 ,F(z,4) 也 连续 地 由 f(x) 变 到 ff 
(xz)。 在 这 种 情况 下 ,就 称 f(x) 和 f(z) 是 相互 同 伦 的 映射 ,可 把 
f(x) 和 f(x) 的 同 伦 性 质 表 达 如 下 式 : 

人 (6. 1. 3) 

注意 在 广 与 访 相 互 同 伦 的 定义 中 , 仅 要 求 六 与 广 为 1:1 
对 应 的 连续 映射 ,并 不 要 求 f,(z) 与 f(z) 为 可 北上 映射 。 


(6. 1.2) 


定义 6.1.3 两 个 拓扑 流 形 和 YY 同 伦 等 价 ,如 果 它 们 之 间 存 

在 连续 映射 /与 g: 
f: X—>Y, g:Y—>X (6. 1. 4) 
而 且 g&。 上 了 与 X 上 的 恒 等 映 射 间 伦 ,f*g 与 Y 上 的 恒 等 映 射 间 伦 。 


注意 与 恒 等 映 射 同 伦 并 不 一 定 就 是 恒 等 映射 。 

同 伦 等 价 又 可 称 为 伦 型 (Homotopy type) 相 同 。 

回顾 定义 1. 1. 4, 如果 两 个 流 形 X 和 Y 互相 同 胚 , 即 关 和 Y 有 
1 : 1 同 胚 映射 关系 , 则 X 和 YY 必定 同 伦 等 价 (或 称 伦 型 相同 )。 但 
反 过 来 不 一 定 对 , 嗓 奇 是 关 和 YY 同 伦 等 价 , 不 一 定 X 和 YY 是 同 胚 流 
形 。 例 如 ,X 和 YY 可 以 有 不 同 的 维 数 。 由 此 可 见 , 流 形 的 维 数 是 拓 
扑 不 变 的 ,但 流 形 的 伦 型 不 一 定 是 拓扑 不 变 的 ,不 过 在 这 里 我 们 将 不 
讨论 非 拓扑 不 变 的 情况 。 
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定义 6.1.4 设 有 两 个 流 形 XY, 若 存在 连续 映射 : 
r: X—Y 
r(qg)=gq, gE€EY 
则 称 XX 一 Y 为 XX 的 收缩 , 称 r 为 收缩 映射 。 
定义 6.1.5 设 已 有 收缩 映射 r, 同 时 又 有 如 下 的 同 伦 映 射 : 
XGOI[0,1] 一 X， pOA—>F(p,A) AELO,1] 
(DF(p,0) 二 pE XC(X 上 的 恒 等 映 射 ); 
CiFGp,1) 一 r(Cb)EY( 收 缩 映 射 ); 
(iD)F(g,A)=q( Vgq€EY), 
就 称 这 种 映射 为 流 形 XX 的 形变 收缩 ,包括 
(DA 一 0 时 ,和 X 不 收缩 ; 
(ii)A 一 1 时 ,X 收 缩 成 了 ; 
(iii) 把 立 从 X 中 挑 出 来 。 


(6. 1. 5) 


定义 6.1.6 与 单个 点 {0} 有 相同 伦 型 的 流 型 M 称 为 可 缩 流 
形 ,可 缩 流 形 是 最 简单 的 流 形 , 被 称 为 拓扑 平庸 流 形 , 例 如 R"。 


例 1 在 巨 空间 中 取 一 个 2 维 圆 盘 DCD 是 已 空间 中 的 3 维 
实心 球 齐 开 后 的 剖面 ) 。 除 去 D? 的 中 心 点 ,D? 一 {0) 就 可 以 形变 并 
收缩 成 一 个 1 维 的 S( 圆 环 )。 

D’—{(0}WS (6. 1. 6)) 

与 此 类 似 ,在 EF" 空间 中 取 一 个 nn 维 圆 盘 D"(D" 是 E" 空间 中 
的 n 十 1 维 实心 球 剖 开 后 的 剖 “ 面 ")。 除 去 D" 的 中 心 点 ,D" 一 {0} 就 
可 以 形变 并 收缩 成 一 个 n 一 1 维 的 球面 S”: 

D"—{0}QS" (6. 1.6)， 


冀 5 和 曹 流 形 的 司 众 烽 质 与 同 伦 群 


9 6.2 基本 群 I CM ,x0) 


在 实 轴 上 取 一 个 线段 1 二 [0,1j], 再 取 连 续 映 射 f, 把 I 中 的 每 一 
个 点 1: 1 对 应 地 连续 映射 到 流 形 M 上 去 : 
f:I—->M 
xX f(r) 
f(z) 称 为 路 径 , 它 代表 从 了 映射 到 M 上 的 一 段 曲线 。 


(6.2.1) 


定义 6.2.1 设 有 两 个 不 同 的 路 径 f。 和 fi1。 若 能 由 其 中 的 一 
个 连续 地 变 成 另 一 个 ,就 称 这 两 个 路 径 同 伦 : 
fo (6. 2. 2) 
如 果 全 fi 和 所 全 Jf: 都 成 立 , 则 容易 验证 fo 今 fi, 因 此 ,所 有 与 f 
同 伦 的 映射 构成 一 个 等 价 的 同 伦 类 , 记 作 [ fj。 


耕 f 的 起 点 与 f 的 终点 都 是 M 上 的 同一 个 点 zo, 则 称 f 是 一 
个 以 z 为 基点 的 环 路 : 
f(0)=f(1)= zo (6. 2. 3) 
如 果 一 个 环 路 可 以 连续 地 变 为 另 一 个 环 路 ,并 保持 基点 ze 不 
变 , 则 称 此 两 环 路 同 伦 等 价 。 所 有 的 与 某 一 个 环 路 同 伦 等 价 的 环 路 
的 集合 ,构成 一 个 相互 等 价 的 同 伦 类 ,也 记 作 [Lfj, 以 图 6. 2. 1 为 例 ， 
Di 和 D; 是 R* 空间 的 两 个 区 域 。 
Di; 中 的 以 zo 为 基点 的 所 有 环 路 (f 是 其 代表 ) 都 可 以 收缩 到 z 
点 , 即 都 与 恒 等 映 射 ( 整 个 圈 收 缩 到 zx。 点 ) 属 于 同一 个 同 伦 等 价 类 。 
D: 中 的 以 ze 为 基点 的 所 有 环 路 (fi 和 f; 是 其 代表 ) 分 两 类 : 
一 类 (以 为 代表 ) 可 收缩 到 ze (与 (a) 图 的 上 类 似 ); 一 类 (以 fi 为 
代表 ) 不 能 收缩 到 zo, 因为 D, 有 一 个 洞 。 事 实 上 , (2) 图 中 不 仅 户 
。 115 。 


多 渚 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


(a) (b) 


图 6.2.1 
不 能 收缩 到 xz。 ,还 有 绕 洞 2,3,4,… 圈 的 无 穷 多 种 环 路 和 反方 向 绕 洞 
1,2,3,4,… 圈 的 无 穷 多 种 环 路 ,都 不 能 收缩 到 ze ,所 以 都 与 有 不同 
伦 。 不仅 如 此 , 绕 洞 圈 数 不 同和 方向 不 同 的 环 路 也 都 是 互 不 同 伦 的 。 
按照 同 伦 类 的 语言 ,过 基点 zx。 的 所 有 封闭 曲线 可 区 分 为 若干 同 
伦 类 {了 .}(i 二 1,2,…)。 同 伦 类 (8,} 的 集合 记 作 I CM,zo )。 


定义 6.2.2 IT(M,zo) 称 为 同 伦 群 ,或 称 为 流 形 M 上 的 以 
为 基点 的 同 伦 群 ,又 称 为 流 形 的 基本 和 群 。 


定义 6.2.3 在 道路 连通 的 M 上 ,IL(M,zo) 在 同 构 的 情况 下 仅 
依赖 于 M, 与 基点 Xo 的 选择 无 关 , 所 以 又 可 以 把 流 形 M 的 基本 群 简 
写成 I (M)。 


在 CM,zo) 中 一 定 包含 一 个 恒 同 元 素 {e), 它 是 常数 映射 的 等 

价 同 伦 类 ,常数 映射 的 定义 为 
f(A)=x 对 所 有 的 AE[L0,1] 

在 M 中 所 有 能 够 连续 地 收缩 到 z。 一 点 的 曲线 都 属于 {e} 这 个 
等 价 同 伦 类 。 例 如 ,图 6.2.1(a) 中 的 ff 属于 {e}, 图 6.2.1(26) 中 的 了 
也 属于 {e}。 

在 芽 (M,zo) 中 , 除 {e) 外 还 有 哪些 元 素 决定 于 M 的 拓扑 性 质 。 
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例如 在 图 6. 2. 1 中 ,就 要 看 Di, D: 各 有 几 个 洞 。 
例 ”一般 情 况 下 ,n 维 线性 实 空间 R" 上 可 引入 如 下 的 同 伦 映 射 
F(xr,A): 
rER" AEL0,1j], 基 点 取 zoER" 


同 伦 映射 是 
F(zr,A)—>Axo (1—A) f(r) (6. 2. 4); 
人 一 0 F(z,0)= f(z) 
一] : F(Ty1) = (6. 2.4), 


由 于 f(z) 是 工 的 任意 连续 函数 ,R" 中 没有 润 ,所 以 在 R" 中 任 
意 取 一 个 ze 为 基点 的 环 路 ,经 形变 收缩 后 ,必定 都 收缩 到 zo, 从 而 
R" 中 的 {f;} 集 合 只 能 含有 一 个 单位 元 素 或 恒 同 元 素 {e} (identity 
element) 。 


我 们 再 考察 同 伦 群 的 元 素 的 乘法 。 


定义 6.2.4 基本 群 [1(M,zo) 中 两 个 元 素 {f;} 和 {f;}) 的 乘积 
定义 为 由 xzo 出 发 ,沿路 径 f;(X) 绕 一 圈 后 回 到 zo, 再 沿路 径 f;(4) 统 
一 圈 后 回 到 zuo( 见 图 6.2.2), 所 构成 的 闭 曲线 的 同 伦 类 记 作 


(a) (b) 


图 6. 2.2 
(a)f,* f) 仍 是 一 个 以 zo 为 基点 的 连续 映射 环 路 ,而且 是 一 个 乘积 环 路 
(b) 六 (0 委 ) 委 1) 和 广 (0 委 1) 委 1) 是 两 个 互相 独立 的 环 路 ,不 是 乘积 环 路 
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{fi} x {fi}={fi* f,} (6. 2. 5)) 
即 
fC2) 0<a< 了 


人 《6.2.5)， 


还 可 定义 广 ! 的 环 路 。 广 !(GA) 的 环 路 与 f(4) 的 环 路 方向 相反 
( 见 图 6. 2. 3) 。 


f (NN)=A1-\) AN) 
© [> 
(a) (b) 
6. 2.3 
定义 6.2.5 同 伦 类 {ff} 二 (f°)。 (6. 2. 6) 


按 乘 法 定义 , (六 广 :)() 的 环 路 正好 是 从 ze 出发, 转 一 圈 到 
Zzo, 又 循 原 路 回 到 zo ,所 以 它 同 伦 于 恒 等 映 射 ,从 而 
(A (6. 2.7) 
由 此 还 可 证 明 
{fi} x¥ Cf x {fi})= fi) x (fi)) x (fi) (6. 2. 8) 
即 { 广 } 满 足 结合 律 。 
归纳 起 来 , 同 伦 类 (f;} 既 有 乘法 ,又 有 道 元 素 {fi'} 和 和 恒 等 元 
{e} ,还 有 结合 律 ,所 以 同 伦 类 {fi} 的 集合 确实 构成 一 个 群 , 即 同 伦 群 
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( 见 定义 6. 2.2)IT (CM,zo) 或 I (M)， 

例 1 如 果 流 形 M 上 的 任意 两 点 都 可 以 用 一 条 在 M 上 的 曲线 
连接 起 来 ,就 称 这 个 流 形 M 为 道路 连通 流 形 。 如 果 M 的 基本 群 也 
GM,zo) 平 良 ( 即 只 有 一 个 恒 等 元 {e} 是 群 元 素 ), 就 称 M 是 单 连通 的 
流 形 。 

因为 扬 (n 维 欧 氏 空间 ) 和 S"(n 写 2 的 nn 维 球 ) 的 基本 群 页 (M， 
Zo) 都 是 平庸 的 (只 有 恒 等 元 {e}) 一 个 元 素 ), 所 以 FE" 和 S"(n 宇 2 的 nn 
维 球 ) 都 是 单 连通 流 形 , 单 连通 流 形 上 的 任何 回路 都 可 以 收缩 到 一 个 
点 ,但 E*” 和 S" 并 不 拓扑 同 胚 。 

例 2 如 图 6.2.4 所 示 , 环 面 上 任何 两 点 都 可 以 用 一 条 在 环 面 
上 的 曲线 连接 ,所 以 环 面 也 是 道路 连通 流 形 。 但 是 在 环 面 上 的 环 路 
并 不 是 都 能 收缩 到 一 个 点 ,可 见 基 本 群 I (T? ,zo) 并 不 是 只 有 恒 等 
元 {e} 一 个 元 素 , 它 必定 还 有 路 径 不 能 收缩 到 一 个 点 的 群 元 素 ( 同 伦 
类 ), 所 以 该 环 面 不 是 单 连通 流 形 。 


图 6. 2.4 
例 3 5S! ee 环 面 类 似 , 基 本 群 1(S! ,zo) 并 不 是 只 
有 恒 等 元 {e) 一 个 元 素 , 所 以 也 不 是 单 连通 流 形 


3 6.3 同 伦 群 的 结构 与 同 态 序列 


如 果 G1 群 的 结构 与 G: 群 的 结构 之 间 有 确定 的 对 应 关系 ,就 称 
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Ci 与 G; 相互 同 态 对 应 (homomorphic) ， 
人 (6. 3.1) 
若 G1! 中 有 一 组 元 素 在 f 的 作用 下 都 映射 到 G 的 单位 元 素 
(unit element)e 上 , 则 这 一 组 元 素 称 为 f 的 核 , 记 作 Kerf.: 
Kerf={g€G|f(g)=e€G,)} (6. 3. 2) 
把 同 态 映 射 (homomorphic mapping) 的 象 (image) 记 作 Imagf, 则 有 
如 下 定义 : 
Imagf={g EGlg’ =f(g),g€EG) (6. 3. 3) 
注意 Imagf 一 般 并 不 包含 G 的 全 体 。 
讨论 1 在 集合 Ci 的 子 集 Kerf 中 ,任意 取 两 个 不 同 的 元 素 g。 
和 go。 。 另 外 ,在 G! 中 再 任意 取 一 个 元 素 g(g 不 一 定 在 Kerf 之 
中 ), 则 经 过 f 映射 后 , 必 有 如 下 结果 (如 图 6. 3. 1) : 


Gs a 
go>eElmagf 
go >eElmagf 
ggElmagf 
g >g Elmagf 
gE8og8 ‘>geg "=e€Elmagf 

所 以 gg80og8 'ERKerf 

由 此 可 见 ,Kerf 中 的 所 有 元 素 g。 ,go ，8o，"… 的 集合 构成 Ci 中 
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的 一 个 不 变 子 群 , 记 作 s。 在 Gi 中 任 取 一 个 元 素 g,s 都 有 如 下 性 质 ， 
gsg '=s 
由 此 得 知 ,G1/Kerf 与 Imagf/e 同 构 : 


Gi Imagf 
Ker e 


讨论 2 设 Gi(k 二 1,2,…) 为 群 的 序列 , 相 邻 的 Gi 与 Gi+1 之 间 
存在 同 态 对 应 f;， 
fr’ Ge Grr 
可 以 用 如 下 形式 把 这 个 序列 的 内 在 联系 表示 出 来 ; 
fn fo fs 


G1 一 一 CO: 一 ~ 人 一 一 ~… 
一 般 情况 下 : 
Imagfi 坟 Gs, Imagfs<Gs, :…, Imagf; 人 Gr1, 
但 在 Imagfi 一 Kerfi+1 的 特殊 情况 下 ,这 个 同 访 序列 Ce 称 为 恰当 
序列 。 
以 下 证 明 恰 当 序 列 的 两 个 定理 。 


Olmagf (6. 3. 4) 


定理 6.3.1 设 有 e,Gi,Gs:,e 四 个 群 组 成 恰当 序列 如 图 6.3.2 
所 示 。 
其 中 〇 是 只 有 一 个 恒 等 元 e 的 平庸 群 , 则 Cl 中 的 元 素 与 Ce 中 
的 元 素 就 必定 1: 1 对 应 ( 即 同 构 对 应 )。 


证 了 明 由 于 Imagf。 二 Kerfi 王 e,， 所 以 G1 中 的 元 素 只 有 一 个 e 
映射 到 C， 中 的 e, 也 即 fi e 二 e, 由 此 得 知 fi 本 身 就 相当 于 fie, 
从 而 Gi 与 G; 1 :1 对 应 ( 同 构 对 应 )。 证 毕 。 


定理 6.3.2 设 有 下 列 五 个 群 组 成 的 恰当 序列 , 则 Gs 同 构 于 
Gz/G1, 即 Ci 必 为 Go 的 不 变 子 群 ,而 且 商 群 Gs/Gi 与 Gs 同 构 。 
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Imagf,=Kerf'=e Imag/'=Ker,, 


6. 3. 2 
ho A J A 


0 一 一 0， 一 0,——— G0,—> 0 


e=Jmag/=K erf Imagf'=Kerf, Imag/,=Kerf, 
图 6. 3.3 
. ~ Le fo fi 
证 明 根据 定理 6. 3. 1, 前 一 部 分 是 。 一 ~C 一 ~Cz (如 图 


6. 3.3)。 在 Kerfi = Imag 户 = e 的 情况 下 , 同 态 映 射 G 全- G， 

(Imagfi 二 Kerf; 部 分 ) 为 1: 1 对 应 映射 , 即 G, 为 G, 的 一 个 子 群 ， 
Ci CC， 

又 GiOImagfi 一 Kerfi ,按照 讨论 1 的 分 析 ,Kerfs 中 的 所 有 元 素 的 

集合 构成 G, 中 的 一 个 不 变 子 群 ,也 即 G, 的 集合 为 G, 的 不 变 子 群 。 


同时 ,Imagf; = Kerf; 二 Cs ,所 以 G， et 为 满 映射 。 
由 于 Gi 是 G; 的 不 变 子 群 ,对 应 于 C 的 恒 等 元 ,所 以 从 图 6. 3. 
3 立刻 看 到 : 


eye 证 号: 
恰当 序列 可 用 来 表达 同 伦 群 的 某 些 性 质 和 结构 。 为 此 我 们 先 举 
两 个 同 伦 群 的 例子 。 


| 


逢 和 和 曹 流 形 的 局 伦 糙 质 与 局 伦 群 


例 1 下 (CS ) 一 页 ( 开 /zyzo)C2z (6. 3.5) 

不 (CS ) 只 有 一 种 回路 S ,z 是 整数 , 它 表示 绕 圈 ( 因 为 S' 是 一 个 
圆 ) 整 数 次 ,E' 是 一 维 欧 氏 空间 ,把 绕 圈 z 次 的 路 径 拉 直 ,就 成 为 
中 的 一 部 分 ,所 以 已 中 包括 了 z==0,1,2,…。 这 0,1,2,… 代 表 了 同 
伦 群 I(S') 二 I (E'/z,zo) 中 不 同 的 群 元 ,所 以 (6. 3.5) 式 右 方 写 为 
S25 

zo 是 同 伦 群 中 的 环 路 的 基点 。 

JL(S' ) 的 元 素 。 就 是 zx 一 0。 

例 2 I(T)=I (FE:/zODz)O zzODz (6. 3. 6) 


一 一 一 一 一 一 
一 一 
一 一 


机 
图 6.3.4 
全 是 一 个 环 面 (如 图 6. 3.4), 它 上 面 的 两 种 回路 的 不 同 绕 圈 方 
式 可 以 用 zz 来 代表 ,这 两 种 方式 的 绕 圈 次 数 都 是 整数 >。FE* 是 2 
维 欧 氏 空间 。 若 把 > 中 z 的 两 种 方式 的 绕 圈 路 径 分 别 沿 不 同 的 方向 
推 开 , 并 按照 绕 圈 的 先后 联接 起 来 ,就 成 为 EF 的 2 维 欧 氏 空 间 ( 平 
面 ) 上 的 由 若干 横 线 和 竖 线 连接 而 成 的 一 条 路 径 。 
把 这 两 个 例子 综合 一 下 ,就 得 到 : 
Ili(S')=I1(E!/z,xo) 
I (T’)=I(T’/zODz, xo) 
在 取 IZ(S!)= 二 (FE!/z,zo) 时 , 当 
z 二 0,J(E!/0,zxo) 今 叉 元 素 e, 对 应 于 xo 点 ; 
z 二 1 ,JD(E!/1,zo) 仿 绕 S' 1 图， 


ba (M/z, xo) (6. 3.7) 


“J23-* 
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z 一 &, IT (下 /Zoo) 兮 绕 S A 圈 。 

在 取 下 (六 ) 王 下 (全 /z 中 z,zo) 时 , 当 

zx 中 z 一 0 中 0 ,CE /00,zo) 今 叉 元 素 e, 对 应 于 zo 点 ; 

z 中 z 二 mn,IN(E:/m 昌 n,zo) 全 一 条 路 径 ; 第 一 种 回路 绕 mm 
圈 ; 第 二 种 回路 绕 n 圈 。 

由 此 看 到 ,可 以 定义 一 个 群 G, , 它 作 用 在 整数 群 zx,z 中 z,z 中 > 
由 z,… 上 ,作用 的 特点 与 迷 向 子 群 有 一 些 类 似 : 

C- zx(z 全 0) 之 么 元 素 e, 对 应 于 zo 点 ; 

Gs zx 中 zx(z 中 zx 字 0 由 0) 之 么 元 素 e, 对 应 于 zo 点 ; 


Gs z(z#0)=0 
G, zDz(zDz#0D0) =0 
Gs z(z#0)=0 
G,, zDz(zDz#0D0) =0 


(6. 3. 8) 


由 于 G. 具有 (6. 3. 8) 式 的 特殊 性 质 ,所 以 整个 G. 群 与 CM/ 
G,zo) 的 么 元 素 e( 对 应 于 zo 点 ) 对 应 ,从 而 有 如 下 的 恰当 序列 (如 图 
6.3.5)。 

fo 


0— GI (M/Gxo) 


图 6. 3. 5 
同时 ,由 于 G( 包 括 群 元 SD …) 对 于 也 (CMV/LG,z ) (也 包括 


zz 中 z,…) 是 满 映 射 , 而 且 G 中 的 z= 二 0,z 虽 z= 二 0 中 0,… 都 是 映射 到 
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了 I (M/G,zo) 中 的 e( 对 应 于 zo) ,所 以 又 有 如 下 的 序列 (如 图 6. 3. 6) 


记 
G 1 (MI/G x0) 


图 6. 3.6 
把 图 6. 3.5 和 图 6. 3. 6 春 合 在 一 起 ,就 得 到 与 图 6. 3. 3 类 型 相 


O 一 一 CO 


ho A A 有 
图 6. 3.7 
同 的 图 6. 3.7。 它 和 图 6. 3. 3 一 样 ,也 是 一 个 恰当 序列 ,表明 . 
(1) G, 与 Imagf1 1 : 1 对应, 群 元 素 是 
z==0， zz=0D0， zz 中 z 二 0 只 0 中 0 ,…: 
(2) C: 与 I (M/G,zo) 的 恒 等 元 (e} 同 态 对 应 ,并 且 
Imagfi=Kerf,; 
(3) I CM/G,zo) 基 本 群 同 G 群 (z,z 中 z,z 欠 z 中 z,…) 有 满 射 
关系 ; 
(4) I CM/G,zo) 合 G/Gs (根据 定理 6. 3. 2) 。 
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》6.4 高 阶 同 伦 群 


一 阶 同 伦 群 页 CM) (此 处 略 去 zo ,因为 开 (M ,zo) 的 性 质 与 xz 
的 位 置 无 关 ) 适 用 于 研究 二 维 曲面 上 的 同 伦 性 质 。 者 是 基本 群 非 平 
良 , 则 二 维 曲面 上 必定 有 洞 。 但 是 ,对 于 高 维 流 形 (" 之 2) ,就 必须 引 
人 高 阶 同 伦 群 ,否则 就 无 从 区 分 nn 维 欧 氏 空 间 E” 和 nn 维 球 S$"C2 
D0 

k(k 之 1) 阶 同 伦 群 记 作 I(M,zxzo)( 和 一 阶 同 伦 群 一 样 ,也 可 以 
把 ze 略 去 ), 它 是 由 (以 zx。o 为 基点 的 )k 维 环 路 同 伦 映射 等 价 类 集合 
组 成 的 群 。 


二 维 环 路 设 T 为 二 维 实数 空间 中 的 单位 方块 ,可 写成 0 魏 )， 
li=1 ,A )。 

通过 如 下 的 步骤 ,就 能 够 得 到 一 个 二 维 环 路 (与 球面 拓扑 等 价 )， 
如 图 6.4.1。 由 0 和 ,和 妥 1 (i==1,2) 出 发 , 显 见 二 维 环 路 是 一 个 封闭 
的 袋 ,拓扑 性 质 与 $ 相同 。 


图 6.4.1 
n 维 环 路 是 2 维 环 路 向 n 维 的 推广 。 
设 1" 为 n 维 实数 空 间 中 的 单位 方块 0<&A, 志 1(i 二 1,2,*…,n)， 


依次 使 Al A2 9 An 的 边界 都 缩 成 一 点 ,就 形成 一 个 72 维 环 路 77 
维 的 封 团 的 袋 ,拓扑 性 质 与 S” 相同 。 在 这 个 n 维 环 路 上 也 有 一 个 
之 0 点 , 即 
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fA pp WD 当 A; 二 0 人 一 1(z 一 1 2，…)72) 


n 维 环 路 的 乘法 若 f(A41,…,4,) 与 gCXh1，…,4,) 是 两 个 n 维 环 
路 的 映射 , 则 hh 二 A/。g 定义 为 : 
f (2A1 ,4 EA) 


0<h FO<U SY) 


hlAl ;A2，""* An) 三 (6. 4. 1) 


Eg(2A1 一 ] ,A, 9 ,人 ) 
< s] (0 委 21: 一 1 委 ]1) 


举 一 个 ?一 2 的 例子 。 


(0,0) 为 LO， 


图 6.4. 2 
(四 一 (2) 0 委 i1 魏 1,0 魏 12 魏 ] 
6. 4.2 中 标 有 ze 的 4 条 边 全 都 要 缩合 成 为 一 个 点 zo，,(i,]) 
则 是 匡 (2 维 方块 ) 的 各 个 顶点 的 坐标 。 
按照 式 (6. 4. 1) 的 乘法 规则 ,h= 二 f。g 可 用 图 6. 4. 3 表示 。 


(0,0) Xo (0.5,0) xo (1,0) A 
图 6. 4.3 
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图 中 (人 ,7) 王 (CA ,A ) 仍 是 各 顶点 的 坐标 : 
了 三: 人 
De F<h<1 
hlAl ;A2) 三 f . Eg (Al ,A2) 


fA sA2) CO<h < 了 7) 


g(2A1—1,A,) (一 三 A 三 1) 


由 上 述 乘 法 规则 ,又 可 以 定义 三 : 
F(A ,A2) = f (1A,As) (0 过 让 过 1) 
于 是 有 (类 似 式 (6. 4. 2) ) : 
f (2A1 ,A2) (0<h<3) 


三。 下 ;入 2 ) 三 
产 (2 1 2 (F<NE1) 


根据 式 6. 4. 3 了 的 定义 ， 


f (2A1,A2) (0 二 1 二 
f* fF !'(N,Ns)= ] 
Ge (FAS1) 


-1 ,A2)—>f(1 ,A2) 
fl1,A2)—>f(0,A) 


(6. 4. 2) 


(6. 4. 3) 


(6. 4. 4) 


可 见 ,f。 了 “(MA1,42) 的 作用 是 :首先 f 起 作用 ,i 由 0 走 到 1; 
然后 广 ' 起 作用 ,Xi 又 由 1 回 到 0, 所 以 f， 广 为 2 维 同 伦 群 中 的 恒 


等 元 I。 


在 n>2 时 ,以 上 关于 f* g 乘法 的 定义 和 f/f 的 定义 也 都 是 适 


用 的 。 


如 果 一 个 n 维 环 路 可 以 连续 地 变 为 男 一 个 维 环 路 (zo 保持 不 
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变 ), 则 这 两 个 环 路 为 同 伦 等 价 。 和 1 维 环 路 的 情况 一 样 ,”>1 时 同 
样 可 以 用 { 放 代 表 n 维 环 路 了 的 同 伦 等 价 类 。 
在 以 zo 为 基点 的 维 环 路 同 伦 等 价 类 的 集合 中 ,同样 可 以 定义 
2 维 同 伦 等 价 类 的 乘法 : 
(7 CB C6 A 0 
(Fh (6. 4.5)， 
由 于 乘法 (6. 4. 5), 和 {ff} 二 (ff '), 所 以 维 同 伦 等 价 类 (简称 同 
伦 类 ) 也 形成 群 , 叫 做 基点 zo 的 n 阶 同 伦 群 I (M ,zo)。 
基本 群 I (M ,zx) 可 能 是 Abel 群 (如 果 2 维 的 M 上 没有 洞 ) ,也 
可 能 是 非 Abel 群 ( 如 果 2 维 的 M 上 有 2 维 的 洞 )。 
k 宇 2 的 高 阶 同 伦 群 的 I (M,zo) 必 为 Abel 群 , 因 为 上 宇 2 时 ,上 
维 环 路 的 边界 是 连通 的 ,可 以 通过 连续 畸变 使 得 {f)。，(g) 置 换 成 
{g)}，。{/} ,不 会 受到 上 十 1 维 的 洞 的 阻挡 (详细 证 明 略 去 ) 。 


3 6.5 72 维 球 S" 的 同 伦 群 


以 下 简单 介绍 一 下 同 伦 群 I (S") 的 几 个 有 趣 的 性 质 ( 式 
(6. 5.1),(6.5.2),(6.5.3)): 
I,(S’)=z (6.5.1) 
n 维 环 路 可 以 覆盖 S" 任意 整数 次 ,所 以 每 一 个 同 伦 类 对 应 一 个 
整数 。 同 伦 群 下 (CS") 应 是 一 个 整数 群 >。 
Ii(S)=0 (kn) (6. 5. 2) 
S" 只 有 一 个 n 十 1 维 的 洞 , 洞 的 边缘 就 是 维 的 S"。 关 <=n， 
则 & 维 环 路 根本 不 可 能 详 住 十 1 维 的 洞 ( 也 就 是 不 可 能 覆盖 S")， 
所 以 $ 上 的 & 维 环 路 必定 可 连续 缩 成 一 点 ,所 以 (6. 5. 2) 式 成 立 。 
例 SU(C2) 合 S ,根据 以 上 1,2 两 性 质 ， 
I; (SU(2))=z,1;(SU(2))=0,1 (SU(2))=0 
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Hi(S')=0 (k>1) (6. 5. 3) 
S' 可 以 包 里 的 是 一 个 2 维 的 洞 ,S (CR>1) 可 以 包 详 的 是 一 个 下 
十 1 维 的 洞 。S* 与 1* 同 伦 ( 见 图 6.4.1 和 图 6.4.2 中 有 ==2 的 例 
子 )。 但 (了 关 1) 与 S 不 同 伦 , 所 以 了 不 能 包 于 2 维 的 洞 (2 维 洞 的 
边缘 是 S' ) 。 
如 果 一 定 要 把 下 映射 到 与 1 不同 伦 的 S 上 , 则 只 有 一 个 可 能 
性 ,就 是 全 体 映射 到 S' 上 的 某 一 个 点 zo ,同时 S' 也 全 部 收缩 到 
这 一 个 点 zo。。 这 时 S' 已 不 存在 ,所 以 II(S') 二 00C0 代表 一 个 只 有 
恒 等 元 的 平庸 群 ) 。 
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37.1 整 同调 群 


设 有 一 个 nn 维 欧 氏 空 间 R", 它 上 面 的 每 一 个 点 的 坐标 都 可 写成 
(Zz1 ,Xs，"… ,Tn)。 作 一 个 映射 : 
(RT C7: 
就 看 到 可 以 把 R" 看 作 是 R"*' 中 的 一 个 子 空间 。 
举 几 个 最 简单 的 例子 ,如 图 7. 1. 1。 
推广 到 R* ,有 个 坐标 (zi ,zi zs，…z) ,可取 有 个 矢量 : 
Zi 一 (1,0,0，……)，0) 
Z2 一 (0,1,0,，…，,0) 


zi=(0,0,0,..,1) (7. 1. 2) 
根据 图 7.1.1(Ca),(b),(c), 在 k= 二 0,1,2 时 ,可 以 证 明 R* (k= 二 0， 
1,2) 上 的 流 形 按照 (7. 1.1) 式 映射 到 R**' 上 的 结果 可 以 表达 为 ( 取 
Zo 一 (0;0,0,… ,0)): 
R*—R*+! 


k k 
(ER | 2 5=1,6,>0) 
j=0 ;=0 


对 照 图 7.1. l(c),to=1 代表 民生 1 的 O A yo 二 0 代表 (zi 9 之 2 
zs) 平 面 ;0 过 过 1 代表 与 (zi ,zz zs) 平面 平行 的 更 靠近 O 点 的 平面 。 
时] 
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1 


R ee R” 
(a) 
X) O Xi 
R! 一 RR’ 
Xx Xx 
~、 | . (b) 
X, S x 
R 一 一 一 一 一 R 
XI Xl 
, (Cc) 
X, 0 3 
X2 
图 7.1.1 


定义 7.1.1 以 下 的 As 称 为 标准 k&- 单 形 ( 在 k& 维 空间 ): 


k 上 
As={ Dx ER | D4,=1,4>0) (7. 1. 3) 


J 一 0 


这 里 RW 的 & 已 不 限于 0,1,2, 它 可 包括 0 和 所 有 的 正 整 数 。 
式 (7.1.2) 的 个 点 再 加 上 zz, 二 (0,0,0,…,0), 就 是 标准 久 单 形 A， 
中 的 (8 十 1) 个 顶点 。 
A 也 可 以 用 顶点 {vi} 来 表示 : 
Ai = [vo ,v1 ,ve |= Sign(p) Lov, op yg (Telsd) 
Sign(p) 中 的 代表 ww ,ww ，…,v, 的 次 序 。pE p(k), 这 个 
p(k&k) 是 & 阶 置换 群 : 
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十 1 Pp 为 偶 置 换 
一 ] ”pp 为 奇 置换 


例如 vp vp zw 一 op on Vp， 就 取 


Sign(p) =1 


1 
pi 


Sign(p)=(—1) 
设 有 流 形 M, 维 数 二 &, 把 A 同 胚 映射 到 M 上 ,就 得 到 M 上 的 & 
维 有 向 子 流 形 。 同 胚 映射 到 M 上 的 象 o 可 表示 为 
BD: A>o CM (7. 1. 5) 
04 称 为 流 形 M 上 的 连续 &- 单 形 。 可 以 仍 由 其 中 十 1 个 顶点 {vi;} 表 
示 如 下 : 
只 一 [zoom ,wv CM (7. 1.6) 


1. 连续 所 链 


流 形 M 的 连续 - 链 是 流 形 M 中 的 连续 &- 单 形 的 整 系数 线性 
组 合 


合 : 

cy 一 Daios a;Ez (7. 1.7) 
流 形 M 上 连续 &- 链 的 集合 记 作 

C: (M)= {c) (7. 1. 8) 
对 于 每 个 二 单 形 均 有 两 种 取 疝 , 记 作 土 6,: 

o 十 (一 ce) 一 0 

ao 十 box 一 (十 0)ax 

Q&( 一 ae) 一 一 Qox a,bEzx (7. 1. 9) 


集合 {ci) 与 这 些 加 法 运算 合 起 来 ,形成 Abel 群 。 
2. 边缘 算 子 2 


9 使 得 每 一 个 久 单 形 映 射 到 它 的 边缘 的 (RE 一 1)- 单 形 。 例 如 利 
用 式 (7. 1. 6 ) : 
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eh = aL vw U1 9""" ,Uk | 


k 
de (7. 1. 10) 
i=0 


go €E Ci_1(M) ( 见 式 (7. 1. 8)) 
其 中 必 上 的 符号 "表示 将 顶点 w 抹 去 。 例 如 : 
3oo 王 0 〈 和 零 维 链 只 有 一 个 zw ) 
gol 二 Vi 一 vo 
90z = [vw ,vs ]— [Lv oj 十 Lo ,vw 
3 作用 在 任意 & 链 上 仍 保持 链 群 的 加 法 运算 
aCi=9( > ai0i)= >，a(ao)EC COM) (7. 1. 11) 


从 式 (7. 1. 11) 看 到 ,3 是 链 群 Ci (M) 与 C,_1(M) 之 间 的 同 态 算 子 。 
3: CM)—C,_1(M) (7. 1. 12) 


3. Ck (M) 的 两 个 子 群 


(1) 边缘 同 态 的 核 是 一 个 子 群 ,定义 为 : 
Zi(M)= (cc; ;9c4=0)} (7.1.13) 
满足 9c4 二 0 的 ci 称 为 闭 链 ,Zi 是 一 个 & 闭 链 群 。 
(2) 边缘 同 态 的 象 也 是 一 个 子 群 ,定义 为 : 
B; (M)={6,=9c1|cr EC CM)) (7. 1. 14) 
bi 二 9c4+1 称 为 边缘 链 , Bi 是 一 个 & 边缘 链 群 。 
以 下 证 明 a. 939 二 0。 任 取 一 个 二 单 形 


04 = [vo 9 TV1y，V2 9 | 


k 
D。 go 一 9( >， (一 1 ,vi ,vw )) 
i 二 0 


k 


2 (—1)'9[Lvo ,*** ,v, ,Uh | 


i 二 0 
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os. > (一 1 [po 


J<i 
加 >3 (一 1 全 [oo evi ;UV HO 
j>i 
证 毕 
所 以 边缘 链 必 为 闭 链 ,从 而 B, 必 为 2 的 子 群 : 
BC ZZ. (7. 1. 15) 
而 且 Bi 和 Zh 都 是 Abel 子 群 。 


设 5b, 是 B;(M) 的 一 个 群 元 ,cs 是 Zi; (CM) 的 一 个 群 元 ,而 且 每 一 
个 5,€ B,(M) 都 满足 
cr pb * cx! € BM) (7. 1. 16) 
则 B,CM) 称 为 Z; (M) 的 不 变 子 群 。 
在 B:(M) 和 Zi(M) 都 是 Abel 群 的 情况 下 , 乘 号 ”。 ”应 改 成 加 
号 “十 ”ci 二 一 ci ,所 以 如 果 5b,E€ Bi CNM) , 则 必定 有 
citb — c=b, €E BM) 
满足 式 (7. 1. 16)。 这 就 说 明了 Abel 群 BCM) 是 Abel 群 Zi(M) 的 
不 变 子 群 。 


5. 商 群 


如 果 BCM) 是 Z (M) 的 一 个 不 变 子 群 , 如 果 cE Zi(M),c;E€ 
Zi(M) ,而 且 
(Cc,» BiCM)) » (ec; » Bi(M))= (0 0c) » ZC(M) 
C7 
则 Zi CMD)/Bi(M) 也 是 一 个 群 , 称 为 商 群 ,在 Bi(M) 和 Zi (M) 都 是 


Abel 群 的 情况 下 , 乘 号 改 为 加 号 , 式 (7.1.17) 应 该 写成 
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(ci 十 BCM)) 十 (ci 十 BCM) ) 一 (ci 十 c) 十 Ze CNMD) 
C7 7 
由 于 式 (7. 1. 13) 定 义 的 Zi;(M) 和 (7.1.14) 定 义 的 B;(M) 满 足 
《7. 1. 17)， 的 条 件 ,所 以 我 们 可 以 用 Abel 群 Z;(M) 和 Bi(M) 定 义 一 
个 商 群 Hi (M): 
H, (M)= 2Z,(M)/B,M) (7.1. 18) 
称 电 ; (MD) 为 流 形 M 的 人 -同调 和 群 。 


6. 同调 群 


同调 群 HH 为 - 闭 链 的 等 价 类 (相差 一 个 边缘 链 ) 的 集合 。 就 是 
说 ,如 果 两 个 二 闭 链 ci 和 ck 之 间 相 差 一 个 边缘 链 


ct 一 CE BeCM) (7.1. 19)， 
则 称 此 两 闭 链 ci 和 ct 等 价 。 

CDE (7. 1. 19)， 
这 种 等 价 关 系 称 为 同调 , 即 ci 与 ct 互相 同调 ,属于 同一 个 同调 类 , 记 
作 《2Zi)。 


在 同调 群 H 中 , 非 平庸 & 闭 链 ( 即 这 个 闭 链 c 满足 ac 三 0, 但 
它 不 是 边缘 链 9c441 ) 是 绕 ( 十 1) 维 洞 的 & 维 子 流 形 。 不 绕 洞 的 大 闭 
链 包 圳 的 是 一 个 实心 的 & 十 1 维 流 形 N, 所 以 它 可 以 写成 9ci+1 ,必定 
是 边缘 链 。 

在 ZCM) 中 ,包括 了 紧 贴 (十 1) 维 洞 的 大 闭 链 , 它 是 非 平庸 的 。 
也 包括 了 这 个 大 闭 链 与 各 种 边缘 链 之 和 ,也 是 非 平 良 的。 它们 同 紧 
贴 (& 十 1) 维 洞 的 坟 闭 链 属于 同一 个 同调 等 价 类 Zi (MD) (它们 也 是 相 
互 同 伦 的 ) 。 

如 果 一 个 同调 等 价 类 Zi CM) 中 所 有 的 久 链 都 是 act+: 型 的 ,由 于 
aci+1 与 0- 链 的 差别 也 是 一 个 边缘 链 act+l ,所 以 3c4+1 必 与 0- 链 属于 
同一 个 同调 等 价 类 。 在 这 种 情况 下 , M 中 不 存在 (十 1) 维 的 洞 ， 
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有 H:(M) 中 只 有 0 元素。 
设 流 形 M 与 N 相互 同 胚 ,存在 同 胚 映射 f, 则 有 
f:M—N 
由 于 同 胚 映射 算 子 f 与 边缘 算 子 9 可 对 易 , 所 以 又 得 
faM=3fM=a2N 
可 见 相 互 同 胚 的 流 形 M 和 N 具有 相互 在 同 胚 映射 下 等 价 的 边缘 链 
群 。 从 而 M 和 NN 的 同调 群 也 是 相互 同 构 的 。 所 以 说 ,相互 同 胚 的 
流 形 具 有 相同 的 同调 群 。 

流 形 M 上 的 同调 群 Hi; (MD) 的 每 一 个 生成 元 都 是 一 个 绕 (& 十 1) 
维 洞 的 & 维 子 流 形 的 同 伦 等 价 类 , 它 是 形变 收缩 不 变 的 。 所 以 ,具有 
相同 伦 型 的 任意 两 个 流 形 的 同调 群 都 是 相互 同 构 的 ,这 一 事实 反映 
了 同 伦 群 与 同调 群 之 间 的 内 在 联系 。 

例 1 R" 是 一 个 内 部 没有 洞 的 可 以 缩 成 单 点 的 流 形 , 所 以 它 与 
单 点 w 有 相同 的 伦 型 ,相应 的 同调 群 是 

HR = He) = Se (7. 1. 20) 
0 k=1,2,3,.… 

例 2 在 道路 连通 流 形 M 中 任意 两 个 点 vo ,vi 都 可 以 用 一 维 子 
流 形 (& 二 1 的 单 形 )o 二 Lv ,wv | 把 它们 连接 起 来 ,vo ,vi 是 两 个 0- 维 
子 流 形 ,它们 的 差别 vi 一 wv 二 9Lvo ,wvij 正 好 是 一 个 0 维 边缘 链 。 所 
以 按照 式 (7. 1.19) 和 (7.1.19)! 的 定义 ,v。 和 vw 是 互相 同调 的 , 属 
于 同一 个 同调 类 (0 维 同调 类 ); 而 且 , 道 路 连通 流 形 M 中 的 任意 另 
一 个 点 v1 也 都 与 w 同调 , 即 道路 连通 流 形 M 的 0 维 同 调 群 为 

Ho (vw)= Ho(v)= Ho (v1)=H,(M)=z (7.1. 21) 

(z 是 整数 , 见 式 (7.1.7), 所 有 的 a, 都 是 正 整数 ,a,Ez)。 


定义 7.1.1 流 形 M 的 A 维 同调 群 互 :CM) 的 秩 ( 即 同调 群 
电 ;(M) 的 维 数 ) 称 为 流 形 M 的 & 阶 Betti 数 , 记 作 
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b; = dim( H;(M)) (7s ls22) 


由 于 前 面 说 过 ,在 f 同 胚 映射 下 : 
f:H,(M)—> H,(N) 
为 同 构 映射 (对 所 有 的 & 宇 0) ,所 以 Betti 数 是 流 形 的 拓扑 不 变量 ( 即 
同 胚 映射 下 的 不 变量 )。 


定义 7.1.2 流 形 M 上 各 阶 Betti 数 的 交替 和 称 为 流 形 M 的 
Euler 数 X(CMD) 


XCM) 一 >，( 一 1) 包 ， (7.1.23) 


k=0 


例 1 四 面 形 的 Euler 数 为 (参见 图 7. 1. 2): 
XM)=2 
它 有 4 个 互相 独立 的 顶点 : 
bo =A= dim( Ho,M)) 
6 个 互相 独立 的 边 校 : 
b=6=dim(H'i(M)) 
4 个 互相 独立 的 面 : 
b; =4= dim(H,(M)) 


图 7.1.2 


所 以 X(CM) 一 4 一 6 十 4 一 2 
例 2 S? 球面 的 Euler 数 为 YXCM) 一 2。 
利用 拓扑 不 变性 ,可 以 把 一 个 四 面 形 经 过 拓扑 形变 变 成 $ 球 
面 ,如 图 7. 1. 3 所 示 。 
在 S 球面 上 只 有 一 个 0 维 单 形 (abcd 点 ) 和 一 个 2 维 单 形 ( 球 
面 ) ,没有 1 维 单 形 , 所 以 X(M)==1 十 0 十 1==2 与 四 面 形 的 XCM) 王 2 
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a 
b c 一 一 一 一 2 
a cd 
图 7.1.3 
相同 ,任何 拓扑 同 胚 于 球面 的 多 面 形 都 是 XCM) 王 2。 
一 般 来 说 ,可 设 有 任意 ” 维 连通 流 形 M , 当 把 它 作 三 角 剖 分 ( 任 


何 多 角形 都 可 以 作 任 意 三 角 训 分) 之 后 ,可 以 定义 M 的 欧 拉 数 为 各 
维 单 形 ax 的 交替 和 |: 


n n 


XM= >，( 一 1)‰a (= >) (—1)%,) (7. 1. 24) 


k=0 k=0 


重要 的 是 XC(MD 为 流 形 M 的 拓扑 不 变量 ((7. 1. 24) 式 的 证 明细 节 上 略 去 )。 
以 上 讨论 的 链 群 都 是 以 整数 z 为 系数 的 线性 相 加 的 组 合 , 所 以 
有 如 下 定义 。 


定义 7.1.3 流 形 M 上 以 整数 为 系数 的 链 群 的 线性 组 合 所 给 
出 的 同调 群 , 称 为 整 同调 群 或 连续 整 同调 群 有 H; (M,Z), 其 中 Z 代表 
整数 加 群 , 因 而 是 Abel 群 。k 代表 流 形 M 上 的 连续 有 单 形 ,如 式 
《7.1.6),(7.1.7)。 


当 把 Z 群 换 成 其 他 的 Abel 群 C, 就 又 相仿 地 得 到 与 G 群 对 应 
的 链 群 Ci(M,G) 、 闭 链 群 Zi(M,G) .边缘 链 群 B;(M,G) 和 同调 群 
甩 ;:(M,G) 等 。 


定义 7.1.4 ”Hi(M,2;) 一 一 模 2 同调 群 
HH;(M,R) 一 一 实 同调 群 
有 Hi;(M,Q) 一 一 有 理 同调 群 
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五, (M,C) 一 一 复 同调 群 


在 所 有 同调 群 中 , 整 同调 群 是 最 基本 的 ,所 含 信息 多 于 其 他 同调 
群 。 其 他 同调 群 Hi (M,G) 的 性 质 均 可 由 整 同调 群 Hi (M,Z2) 与 
Abel 群 G 的 性 质 完 全 确定 ,这 就 是 普 适 系数 定理 (细节 略 去 ) 。 


3 7.2 同调 群 与 连通 性 .定向 性 的 关系 


如 果 M 是 一 个 连通 流 形 , 则 下 式 
H,(M,G)=G (7. 2. 1) 
成 立 。 理 由 和 式 (7. 1. 21) 相 仿 ,所 不 同 的 是 式 (7. 1. 21) 的 链 群 的 系 
数 是 整数 (属于 Z 群 ) ,此 处 链 群 的 系数 属于 G(G 是 某 一 个 Abel 群 ) 。 
知 M 可 分 解 为 ! 个 连通 分 支 , 则 显然 有 
H,(M,G)=GO@O…@G C7 2 2 
右 方 是 i 个 G 群 的 直 和 。 


定理 7.2.1 如 果 n 维 流 形 1M 是 一 个 紧 致 连通 定向 流 形 , 则 
HM,G)=G (7. 2. 3) 


证 明 维 流 形 M 的 最 高 阶 边缘 链 只 能 是 (n 一 1) 维 的 
B,_1CM,G) ,所 以 B,(M,G)=0。 于 是 ,在 H; (M,G)，, Zi(M,G)， 
Bi (M,G) 都 是 Abel 群 的 情况 下 , 式 (7. 1. 18) 给 出 

H, (M,G)=2,(M,G)—B,(M,G)=2,(M,0G) 
由 于 nn 维 流 形 M 既是 一 个 定向 区 域 ,又 是 一 个 紧 致 连通 的 n 维 闭 链 
( 包 训 一 个 n 十 1 维 空 腔 ) ,所 以 Z, (M,G) 只 能 有 了 唯一 的 一 个 生成 元 ， 
即 这 个 n 维 紧 致 连通 定向 的 流 形 M 自身 ,相应 的 同调 群 H; (MG) 
则 是 G 的 群 元 乘 上 这 个 唯一 的 生成 元 ,所 以 得 到 式 (7. 2. 3)。 
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例 1 维 。 直线 一 一 延展 到 无 穷 远 , 非 紧 致 
S!( ) 紧 致 ,定向 , 包 豆 一 个 2 维 空 腔 


2 维 。 平面 三 7 延展 到 无 穷 远 , 非 紧 致 
(时政 ,定向 , 包 训 一 个 3 维 空 有 


定理 7.2.2 在 非 紧 致 n 维 连 通 流 形 M 上 ,应 该 有 
H, (M,G)=0 (7. 2. 4) 


证 明 因为 非 紧 致 维 连通 流 形 M 上 不 存在 ” 维 闭 链 ,所 以 不 
存在 H,;(M,G), 式 (7. 2. 4) 成 立 ( 参 看 上 面 的 非 紧 致 流 形 的 两 个 最 
简单 的 例子 ) 。 

若 M 是 一 个 不 定向 的 流 形 , 则 可 以 设法 把 它 划分 成 为 单 形 ,从 
而 得 到 一 个 定向 的 区 域 上。 原先 的 不 定向 流 形 上 必定 有 一 个 与 不 定 
向 性 质 密切 相关 的 (2 一 1) 维 子 流 形 。 前 开 这 个 (一 1) 维 子 流 形 之 
前 ,M 是 不 定向 的 ;前 开 这 个 (一 1) 维 子 流 形 之 后 ,就 出 现 两 个 
(2 一 1) 维 边缘 链 , 它 们 都 是 前 分 后 出 现 的 定向 区 域 王 的 边缘 。 显 然 
这 两 个 (一 1) 维 边缘 链 都 等 于 原来 剖 分 之 前 的 那 一 个 (2 一 1) 子 流 
形 ,所 以 前 分 后 的 定向 区 域 三 上 的 (2 一 1) 维 边缘 链 必定 两 倍 于 剖 分 
之 前 的 M 上 的 (2 一 1) 维 子 流 形 。 

仍 以 Mobius 带 作为 例子 ,前 分 如 图 7. 2. 1 所 示 。 

图 中 左 方 是 M6bius 带 。 从 它 的 前 分 可 以 看 到 ,如 果 把 9 与 4 
黏合 ,并 剪 开 连接 p,g 两 点 的 2 线段 ,再 把 一 侧 的 边缘 链 a 与 另 一 侧 
的 边缘 链 a 对 径 黏 合 , 则 右 方 的 王 区 域 就 又 恢复 成 为 左 方 的 
Mobius 带 。 

图 中 的 符号 LL 标明 定向 。 右 方 的 区 域 明显 是 定向 的 , 左 方 的 
M6bius 带 则 是 非 定向 的 ,因为 黏合 之 后 ,同一 个 小 区 域 中 同时 出 现 
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图 7.2.1 

了 六 和 L 两 种 不 同 的 定向 (也 即 出 现 了 不 定向 )。 

从 图 中 还 看 到 ,M6bius 带 的 a 棱 是 一 个 1 维 的 子 流 形 , 是 由 3 
上 两 个 连接 的 1 维 边缘 链 a 和 a 系 合 而 成 的 。 所 以 , 定 癌 区 域 上 
一 定 有 一 个 一 维 边 缘 链 , 它 两 倍 于 剖 分 之 前 的 Mobius 带 上 的 1 维 
子 流 形 a 楼。 

根据 图 7. 2.1,g 与 gq 黏合,a 与 a 对 径 黏 合 , 则 可 看 到 Mobius 
带 的 子 流 形 包括 :两 个 顶点 (前 开 后 有 q,q 和 三 个 顶点 ,黏合 gq,q 
后 ,只 有 两 个 点 ) .三 条 棱 线 ( 痢 开 后 有 a,a,b,c 四 条 棱 线 ,黏合 a,a 后 ， 
只 有 三 条 棱 线 ) .一 个 面 2。 所 以 根据 (7. 1. 24) 式 ,Mobius 带 的 Euler 
数 应 是 


XCM) 一 2 一 3 十 1 一 0 

在 这 里 ,我们 对 同 伦 性 质 和 同调 性 质 的 基本 内 容 作 一 个 小 结 : 

(1) 同 伦 群 反映 的 是 & 维 球面 S* 向 流 形 M 作 连 续 映 射 的 拓扑 
障碍 。J(M) 就 是 对 应 于 S 的 同 伦 群 , 关 同 伦 群 I (M) 关 0, 就 表 
明 M 中 存在 & 十 1 维 的 洞 。 这 个 洞 是 一 个 拓扑 障碍 ,因为 它 使 得 同 
伦 群 I(M) 中 的 & 维 环 路 不 能 收缩 成 为 一 个 点 。 

(2) 同 调 群 反映 的 是 n 维 流 形 M 上 有 和 多少 个 独立 的 拓扑 非 平庸 
的 & 维 子 流 形 (4 二 n) ,Hi (M) 称 为 流 形 M 的 & 阶 同调 群 。 
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3 7.3 通过 对 偶 同 态 引 入 上 同调 群 


设 A 为 n 维 Abel 群 。 在 这 个 群 里 ,存在 一 组 基 
X 一 (Zi zz， 》 


A 中 的 每 一 个 群 元 a 都 是 X 中 各 个 基 的 如 下 整 系数 线性 礁 加 : 


a 二 > ziZi ziEZ,Z 是 整数 加 法 群 (7. 3. 1) 


再 设 Hom(A,2Z) 是 从 A 群 到 整数 加 法 群 2 的 各 种 同 态 映射 的 集合 
(又 称 为 “ 同 态 群 ”) ,于 是 可 以 从 这 个 集合 中 任意 挑选 一 种 同 态 映 射 
f(fE Hom(A,Z)) ,并 要 求 Hom(A,Z) 和 的 作用 有 如 下 特点 : 
Hom(A,Z2):A—2 (7. 3. 2)， 
fia>(f,a)€EZ (7; 人 3 2 加 
要 实现 (7. 3.2) 式 ,只 须 取 一 组 与 XX 对偶 的 基 : 
太一 人 与， 人 


满足 
(&, ,Xi) =6, (7. 3. 3) 
就 可 得 
(& ,a)=(6, 2 zr)=z EZ (7. 3. 4) 
z 一】 
也 可 以 写成 : 
《El ,a) = I 
(& ,a)= 
ee (i 
全 


可 以 看 到 ,《&; 和 zx;) 具 有 Dirac 记号 bra 和 ket 的 特点 。 
如 果 有 两 个 Abel 群 A 和 B, 就 可 以 利用 上 述 的 bra 和 ket 记号 
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和 下 面 的 图 7. 3. 1 求解 对 偶 同 态 。 


A Hom(A,72)36=5(B) 
O00>e 
| 0 0 
B:9(a) 二 一 一 一 一 一 一 一 一 和 < 六 0(o)>eZ 
Hom(B,Z)3p 
图 7.3.1 


说 明 : 
(1) 同 态 对 应 pg 和 同 态 对 应 9 的 作用 箭头 是 相反 的 ,yp 对 a 的 作 
用 箭头 方向 是 A 一 B 的 方向 。 
(2) 在 同 态 映 射 的 集合 Hom(B ,2Z) 中 选取 了 5,9 对 5 的 作用 箭 
头 方向 是 B->A 的 方向 。 
(3) 在 同 态 映 射 的 集合 Hom(A ,2) 中 选取 了 
f=9(6)= 09,0b,=b,9; (7. 3. 5) 
(4) 于 是 有 : 
(9(b) ,a) = bpia; 
(b,9p(a)) = bipya, 
所 以 《gp(b),a)=(b,9p(a)) EZ (7. 3. 6) 
式 (7. 3. 6) 是 对 偶 同 态 的 一 个 重要 性 质 。 
仿照 图 7. 3.1, 由 大 链 群 CCM)(Abel 群 ) 到 整数 加 群 Z 的 同 态 
映射 的 集合 Hom(Ce (M) ,2) 出 发 ,可 以 定义 CCMD) 的 对 偶 链 群 
C:(M)。C*(M) 属 于 上 链 群 系列 ,Ci (M) 属 于 下 链 群 系列 。 仿 照 图 
7. 3. 1 说 明 如 下 。 
已 知 下 链 群 有 如 下 边缘 同 态 关 系 ， 
9:C.(M)—>C,_1(M) C7 3 
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Hom(A,Z _ Hom(A,Z2)a3C” ( 
4-CM):C (0) SE S20 


| | 


i 加 了 


B=Ci(M):3C(a) 


<FC (hb), C(a) > 


相等 


<C” (pb),aC(a) > 
Hom(B,Z2)3C"(b) 


图 7. 3.2 

说 阴 : 

(1) 自 图 7. 3.2 得 到 上 边缘 同 态 关系 (与 式 (7. 3.7 )) 对 照 ): 
93:C1(M) CM) (RR 


这 是 上 链 群 间 的 对 偶 同 态 关 系 , 与 (7. 3.7)1 式 相 似 。 
(2) lc 1(b) ,9c.(a))=e 1(b)9,cr (a) 


Coe (Db) ,c, (a)) 0 (b)c; (a)=e (6)9, cr (a) 


所 以 《ob ,9c0 (Ca)) = (901(b) ,co (a)) (7. 3. 8) 
(3) 由 8$ 7.1 节 ,有 
9。 dg 一 0->9 il。9 一 0 (7. 3.9) 


Sr 0. 的 对 偶 算 子 是 
(3 和) 一 3， 三 


Re (7. 3. 10) 
(4) 由 前 述 可 以 定义 上 链 群 C* (M) 的 子 群 ( 参 考 (7. 1. 13) 式 ) 
如 下 。 
上 闭 链 群 ;Ze(CM) 是 Kera ， 


(MD) 一 (cc 一 0)》 (7. 3. 11) 
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上 边缘 群 :B*(M) 是 Ta ， 


B:(M)= {b=9c-!) (7. 3. 12) 

从 而 又 可 以 定义 上 同调 群 为 (与 (7.1.18) 式 对 照 ) : 
H:(M)= 2:(M)/B*(M) Cl 
H*(M) 是 上 闭 链 的 等 价 类 (mod 上 边缘 ) 的 集合 ,并 构成 


Abel 群 。 
从 图 7.3.2 还 看 到 ,上 同调 群 与 下 同调 群 是 同 构 的 ,所 以 存在 如 
下 定理 : 
b=dimH*(M)=b,=dimH(M) (7. 3. 14) 
其 中 = 二 dimH*(M) 是 上 Betti 数 ,6b 二 dimH(M) 是 下 Betti 数 。 


97.4 de Rham 上 同调 论 


根据 第 1 章 (1. 5. 14) 式 写 出 Stokes 定理 : 


| drw,-1 二 | ws 


9 


把 它 与 (7.3.8),(7.3.6) 式 作对 比 , 就 可 看 到 (1. 5.14) 式 也 是 一 种 类 
似 于 (7. 3.8) ,(7. 3.6) 式 的 标 积 


《cydr 一 (9cyro 1》 (7. 4. 1 ) 
若 利 用 Stokes 定理 ,把 c 换 成 ac, 则 (7. 4. 1) 式 给 出 下 式 
(acy dr li) 一 (9dcyz 1) 一 0 (7. 4.2) 


这 里 利用 了 边缘 链 的 边缘 必 为 0, 即 39 二 0( 见 $ 7.1)。 
再 把 多 换 成 dw, 则 (7.4.1) 式 又 给 出 
(c,ddrw,_1)= (9c,dw,_1)=0 (7. 4. 3) 
这 里 又 利用 了 ddw 王 0( 见 (1.4.17) 式 ) 。 
于 是 把 (7. 4. 2) 式 和 (7. 4. 3) 式 合 起 来 ,就 得 
0 一 (ac ii) 一 (acy,dr， li) 一 (cydr (7. 4. 4) 
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c,9c,9c 是 积分 区 域 ;w,_i ,dzo 1 ,dz 是 微分 形式 。 与 》 人 3 的 
同 态 对 应 关系 (7. 3. 7);，(7. 3. 7)， 式 比较 ,就 可 从 (7. 4. 2)， 
(7. 4. 3) ,(7. 4. 4) 式 得 到 如 下 系列 : 


ee = 《7. 4.5)1 
此 处 箭头 方向 指向 减少 的 方向 ,所 以 cr+1,ci,cs-1 属 于 下 链 群 系 
列 。 式 (7.4.5), 具有 下 同调 性 质 。 
自 式 (7. 4. 2) ,(7.4.3),(7. 4. 4) 式 还 得 到 如 下 系列 : 


>: < 1 (7. 4. 5), 
箭头 指向 之 增加 的 方向 ,所 以 wsri ,ws，ws-1 属 于 上 链 群 系列 。 式 
《7.4.5)* 具 有 上 同调 性 质 。 
由 Stokes 定理 得 出 的 上 链 群 系列 是 de Rham 最 早 发 现 并 研究 
的 ,所 以 有 关 这 个 上 链 群 系列 的 上 同调 理论 被 称 为 de Rham 上 同 
仿照 (7.3. 11) ,(7.3.12),(7. 3.13) 式 ,并 参看 (7.1.13),(7.1. 
14),(7.1.18) 式 ,可 以 依次 给 出 下 列 定义 。 


定义 7.4.1 2 加 二 {vw ,dw 二 0), 即 Ker d,, 称 闭 形式 。 
定义 7.4.2 B 加 二 {w, ,tw 二 das_1), 即 Imagd,_1, 称 恰当 形式 。 


由 于 
| w+ des-1 = Ex 丰 : Je 一 jw, 


C C ac 


(因为 c, E29 co 一 0) 


| wy = |w,+ | aw, = |w, 
a : 


cp 二 aapHl ‘p p 
(因为 twp Zir— dw, 一 0) 
。 147 。 


用 入 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


所 以 (cs ,ws) 一 | 只 取决 于 cs 的 等 价 类 和 ws 的 等 价 类 ,并 不 依 


赖 于 在 c, € 2Z, 的 等 价 类 中 选取 c, ,或 选取 c ,二 cs 十 9ap+1; 也 不 依赖 
于 在 zw € Z 多 的 等 价 类 中 选取 ww, ,或 选取 w' ,二 ws 十 dap-1。 
对 于 c, 它 的 等 价 类 的 群 就 是 同调 群 ( 见 (7. 1. 18): 
H,(M,R)=Z,(M,R)/B,(M,R) 


= Ker9,/Imag9 ,+ (7. 4. 6) 
这 里 我 们 把 态 ; (CM,G) 取 为 五 ,(M,R) 。G= 有 尺 是 实数 的 集合 。 
对 于 zw，， 它 的 等 价 类 的 群 是 
Hir(M,KR)= Zir(H,R)/Bir(M,R) 
=Ker d,/Imagd,_i (7. 4.7) 


Hr (M,R) 就 是 de Rham 上 同调 群 。 

为 了 方便 ,可 根据 定义 7. 4.1 和 定义 7.4.2, 把 (7.4.7) 式 的 右 
方 看 作 是 集合 Zh = {w,, dw, 二 0} 中 减 去 集合 B 加 三 (zz 一 
das-1)(Abel 群 的 “ 除 以 ”就 是 “ 减 去 ”)。 

要 说 明 (7.4.7) 式 是 上 同调 群 ,还 必须 给 出 它 的 一 组 基 (w;}( 闭 
形式 ,i 二 1,2,… ,dimHir(M,R)) 与 下 同调 群 ( 即 瓦 ,(CM,R)) 的 一 组 
基 {C;})(C, 都 是 闭 链 ,i 二 1,2,… ,dimH,(M,R)) 之 间 存 在 的 对 偶 关 
系 。 为 此 ,de Rham 证 明了 以 下 两 个 定理 (证 明 的 前 提 是 M 为 一 个 
紧 致 无 边 的 流 形 ,证 明 略 去 ) 。 


定理 7.4.1 给 定 一 组 7 一 1,2,3,……, dim 万 ,, 则 一 定 存 在 一 
个 闭 的 廊 形 式 四 ，, 它 满足 
%=Hem = |w Gil,3, ,dimH,) (7.4.8) 


Cc, 
1 


定理 7.4.2 如 果 有 一 个 户 形 式 a,, 所 有 的 II(c,,as) 都 等 于 零 ， 
即 
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0=Icvo)= | (1=1,2,3,. ,dimH,) (7. 4.9) 


则 Qp 必 宋 是 恰当 形式 :a 二 dp,-1。 


利用 定理 7. 4. 1, 设 流 形 M 的 下 同调 群 的 维 数 为 dim 开 ,二 +, 则 
在 这 个 流 形 M 中 必定 存在 r 个 互相 独立 的 闭 链 (M 的 子 流 形 ) :ci， 
c，…c 并且 可 以 分 别 在 每 一 个 闭 链 c 上 各 定义 一 个 闭 的 -形式 
wi(dw, 一 0), 得 (i 不 求 和 ): 


I; =I(c;,w;)= | wo 


I =H(ew)= |w,=0 ( 因 Tw, 并 非 定 义 在 c; 上 ) 


相应 地 把 w 归 一 化 ,就 得 
I,; =1(c,,w;)= (cw ) = 0; (7.4. 10) 
利用 定理 7.4.1 和 7.4.2 还 看 到 ,在 c,€2 的 等 价 类 中 ,选取 
cy 或 必 二 cp 十 9apt1 对 《c,,wj) 没 有 影响 ;在 w, EZ 加 的 等 价 类 中 , 选 
取 ww 或 ws 二 ws 十 dap-1 对 《c,,w;) 也 没有 影响 。 
由 此 得 知 ,根据 de Rham 的 定理 7.4.1 和 定理 7. 4. 2 找到 的 一 
组 等 价 类 w,(i 二 1,2,3,…,r) 具 有 (7.4.10) 式 的 性 质 。 这 表明 这 一 
组 w,(i 二 1,2,3,…,7) 与 态 ,(M,R) 的 一 组 基 ( 即 c, 的 等 价 类 ) 是 相 
互 对 偶 的 ,所 以 可 以 把 w (一 1,2,…,r) 的 等 价 类 看 作 是 线性 基 ,并 
由 此 得 到 五 尔 CM,R) 群 。 它 是 对 偶 于 同调 群 瑞 , (M,R) 的 一 种 上 同 
调 群 ,与 上 一 节 所 说 的 简单 上 同调 群 是 等 价 的 : 
Hir (CM, R)OH? (M,R) 7 
里 的 R 是 指 可 任意 取 w, 为 wj; 的 线性 组 合 ,系数 是 属于 RR 的 任意 
数 ， 


将 洲 


I(c;,w ,)= |w’eR 
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然后 可 对 zw 作 线性 变换 , 变 成 满足 (7. 4. 10) 式 的 归 一 化 的 ww。 
值得 注意 的 是 ,依赖 于 微分 结构 的 空间 Hir(M,R) 实 际 上 是 拓 
扑 不 变 的 ,所 以 , Hir(M,R) 沟 通 了 流 形 的 拓扑 性 质 和 流 形 的 微分 
结构 。 
de Rham 上 同调 环 ”考察 以 下 特点 : 
(1) 如 果 dw; 二 0,dw, 二 0, 则 
d(w, Aw;)=dw,Aw,T(—1)?w; A dw,=0 
(w, 是 p- 形 式 ) 
所 以 有 
闭 形 式 人 闭 形 式 二 闭 形式 (7.4. 12) 
(2) 如 果 dvw; 二 0,w, 二 da;-1，, 则 
wiNw, =w,Ndaj i=(—1)?d(w;AMa,-1) 
(w; 是 Pp- 形式) 
所 以 有 
闭 形式 人 恰当 形式 二 恰当 形式 (7. 4. 13) 
利用 以 上 两 个 特点 ,可 通过 外 积 人 来 定义 de Rham 上 同调 群 的 
上 积 : 
Hir (M,R)C Hr (CM,R)= HR (M,R) (7. 4. 14) 
因为 HH 和 名"(M,R) 中 的 同调 等 价 类 正好 是 Hi (M,R) 与 
Har(M,R) 的 同调 等 价 类 的 乘积 (外 积 )。 
若 M 的 维 数 是 nn, 则 利用 (7. 4. 14) 式 可 给 出 Hik (M,R)， 
Har (CM,R) ,Hir(M,R),… ,Hir(M,R) 的 集合 。 这 个 集合 又 可 写成 : 
DHikM,R) (p=0,1,2,.…,n) (7.4.15) 
它 具 有 下 列 的 环 的 性 质 : 
中 这 个 集合 内 部 有 加 法 ,也 有 乘法 。 
四 加 法 情况 下 ,这 个 群 是 Abel 群 。 
乘法 情况 下 ,满足 结合 律 (a6)c 二 a(lbc) 和 分 配 律 <(8 十 c) 一 ap 
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十 acy(a 十 pb)c 一 ac 十 pc。 
式 (7.4. 15) 的 集合 只 昌 和 包 (M,R) (p= 二 0,1,…,n) 称 为 de Rham 
上 同调 环 。 一 般 的 上 同调 也 有 上 同调 环 ,与 de Rham 上 同调 环 同 构 
(细节 略 去 )。 
(3) 如 果 M 一 Mi XM; 是 乘积 流 形 , 可 类 似 于 (7.4.14) 式 ,定义 
HM,R)= WH'M,R)OH’ M,R) (7.4.16) 


称 为 Kiinneth 公式 。 
9 7.5 调和 形式 Harm* (CM ,R) 


当 流 形 上 存在 度 规 张 量 场 时 ,可 引入 Hodge * 运算 ,并 定义 椭 
圆 微分 算 子 A( 见 第 4 章 (4.1.26); 式 )。A 人 算 子 的 核 p, (Agp, 二 0) 称 
为 调和 六 形式 。 调 和 女 形式 的 集合 组 成 实数 域 上 的 线性 空间 
Harm2(CM ,下 ) 。 


定理 7.5.1 设 流 形 M 为 紧 致 无 边界 定向 流 形 , 则 Harm?* (MR) 
与 H?(M,R) 同 构 。 


证 明 ” 紧 致 无 边界 定向 流 形 M 上 的 任意 一 个 加 形式 可 唯一 地 
分 解 成 为 ( 见 (3. 4. 21) 式 ): 
w, = dap_ 1 二 68,+1 二 ry (r， 是 调和 形式 ) 
车 ww, EZs(M), 即 dw 一 0, 则 因 ddas_1 二 0,drs 二 0( 见 9 3.4 节 
调和 形式 rs 特点 ), 必 有 
d8B,+1 =0 
于 是 ,利用 (4. 1. 26), 式 , 得 
(B+1,d8Bs+1) = (8B,+1 38) 一 0 全 88 一 0 
所 以 up 一 da 十， 
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da 是 恰当 形式 ,所 以 每 一 个 上 同调 类 {w,) 只 对 应 于 一 个 7,，, 从 而 
Hir (CM,R)( 上 同调 类 (w} 的 集合 构成 的 线性 空间 ) 与 Harm? (MR) 
(调和 户 形 式 的 集合 构成 的 实数 域 上 的 线性 空间 ) 是 同 构 的 。 


HR (M, 民 ) 也 是 有 限 维 的 。 


推论 2 由 于 Hodgex 与 A 对 易 , 若 r 是 调和 形式 , 则 xr 也 是 
调和 形式 (因为 * Ar 一 0 一 Axr)。 于 是 Harm?* (M,R) 与 * Harm?*(M) 
二 Harm” ?*(M,R) 同 构 , 从 而 HC(M,R) 与 Hix?*(M,R) 同 构 : 

2 一 0 7? (7.5.1) 
这 个 关系 称 为 Poincaré 对 偶 。 


推论 3 有 Poincaré 对 偶 性 质 的 M 流 形 必 须 是 定向 的 (证 明 
上 略 ) 。 

推论 4 有 Poincaré 对 偶 性 质 的 M 流 形 必须 是 紧 致 无 边 的 (证 
明 略 )。 
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3 8.1 什么 是 纤维 从 


1. 从 


从 (Bundle) 包 含 三 个 内 容 : 一 个 是 底 空间 B, 一 个 是 全 空间 E， 
还 有 一 个 是 从 的 投影 映射 卫 。 所 以 可 以 用 (E,B, 卫 ) 来 代表 一 个 从 。 
FF,B, 芽 之 间 有 如 下 的 关系 : 
I:E—>B (8.1.1) 
最 简单 的 从 是 乘积 从 (Bi X B: ,Bi ,了 ) ,其 中 王 =B, XB, 是 全 空间 ， 
Bi; 是 底 空间 ,投影 映射 工 的 作用 则 是 
I:B: XB,—B, (8. 1. 2) 
更 具体 一 些 , 如 果 zi 是 B, 中 的 坐标 ,zs 是 B; 中 的 坐标 , 则 (zi ,zs) 


8, 


(x1,0) 


图 8. 1.1 
就 是 玉 =B, XB, 中 的 坐标 ( 见 图 8. 1. 1) 。 于 是 (8. 1.2) 式 的 耳 的 作 


a 
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用 在 此 可 写成 : 
IH: (Zi y,Zy ) 一 并 1 (8. 1. 2)) 
把 一 条 小 纸 黏 成 圆柱 面 , 就 可 以 得 到 一 个 最 简单 的 乘积 丛 (S 
xxT,I)。 其 中 S 是 一 个 圆 ,相当 于 底 空 间 B, ;IT 对 应 于 柱 高 ,从 属 
于 B: 空间 。 见 图 8.1. 2。 


S (=B') 


图 8.1.2 
但 在 更 一 般 的 情况 ,例如 在 M6bius 带 的 情况 ,从 整体 上 看 ,E 
就 不 再 是 两 个 空间 的 简单 乘积 了 。 然 而 在 局 部 , 仍 可 看 作 是 两 个 局 
部 空间 的 乘积 QUXT。U(CCS') 是 S 的 某 一 个 小 部 分 ( 即 S 的 一 个 
开 履 盖 ) ,但 需要 另外 再 有 一 个 机 制 , 造 成 Mobius 带 在 某 处 发 生 招 
曲 。 所 以 有 时 也 把 纤维 丛 称 为 "扭曲 的 空间 的 乘积 ”。 
我 们 还 要 求 拓扑 空间 五 (xz) (对 于 所 有 的 zxE€ Bi) 同 胚 于 某 一 
个 空间 F( 其 地 位 与 上 述 乘 积 空 间 Bi X B: 中 的 B: 的 某 一 个 子 空间 
相当 ), 即 
"(zx) 二 fF,， FF 同 肛 于 下 (8. 1. 3) 
则 Ff; 称 为 底 流 形 B, 上 的 z 处 的 纤维 ,F 则 称 为 标准 纤维 。 


2. 纤维 从 


纤维 从 (Fiber Bundle) ”如 果 一 个 从 (E,B, 了 ) 的 底 空间 B 可 以 
由 一 族 开 和 集 {U, ;jE J 三 N} 来 覆盖 ,而 且 各 个 U, 的 纤维 区 -CCz) 王 
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F, 都 与 一 个 标准 纤维 FF 有 同 胚 映 射 关 系 , 那 末 ,全 空间 五 就 可 以 看 
作 是 一 族 纤 维 工 "(zx)( 对 于 所 有 的 x€E Bi) 的 集合 。 由 此 出 发 ,又 设 
U, ,Us 是 底 空间 B 中 的 两 个 相交 的 开 覆 盖 , 则 可 以 在 其 中 取 p 点， 
(pEU,fUgp), 并 且 利 用 U。 ,Us 的 两 个 同 肛 映 射 pg。 ,qs 得 到 (P 代表 
U, 或 Us 上 的 一 点 ): 
I 1(U,)—>U, XF i(Us)—>U,XF 

Pe zp >(pElp)) Pe zr,>(p,e (p)) 
这 里 ,&(p) 二 多,…, 台 是 纤维 空间 Ff(k 维 ) 中 的 一 个 矢量 ;& (p) 一 
f，，,… ,E44 是 纤维 空间 F(k 维 ) 中 的 另 一 个 矢量 ,而 且 有 变换 关系 : 

和 ( 力 ) 一 ae ( 力 )68( 力 ) (8. 1. 5) 

其 中 aw(p) 是 一 个 kXk 和 矩阵 (a,8 二 1,2,…,k)。 

集合 {aw (2)) 组 成 一 个 群 C= {aw (Pp)) ,这 个 群 (G) 称 为 结构 群 ， 
它 给 出 纤维 从 的 结构 。 例 如 给 出 Mobius 带 的 扭曲 结构 。 

此 外 还 注意 到 ,aw(p) 应 该 是 zx, 随 p 变动 的 连续 函数 。 

综合 起 来 可 以 这 样 说 ,纤维 从 除 E,B, 工 三 个 内 容 外 ,还 有 一 
内 容 就 是 结构 群 C。 A 
与 (EE,B, 卫 ) 所 代表 的 从 对 比 , 纤 维 从 多 了 一 个 结构 群 G。 

由 于 标准 纤维 也 是 纤维 从 的 不 可 缺少 的 内 容 , 所 以 还 有 一 种 写 
法 ,用 (E,B,F,I 芽 ,G) 来 代表 以 下 为 标准 纤维 的 纤维 从 。 有 时 把 B 
写成 M ,因为 它 代 表 底 流 形 

以 下 利用 切 从 TCM) 二 UT CM) 作为 例子 ,对 纤维 从 的 特点 作 
一 些 更 具体 的 说 明 。 

设 切 从 的 底 流 形 为 M(M 是 一 个 m 维 流 形 ),M 上 pp 点 的 纤维 
F, 就 是 TCM 。T, (MD 是 m 维 向 量 空间 , 它 与 标准 纤维 下 二 R” 同 构 。 

再 在 M 中 选 基 矢 组 {es。(p)), 则 TT, (M) 中 任意 切 向 量 X, 可 
写成 


《8. 1. 4) 


X, 二 各 (p)es(p),a 二 1,2,…,m,E"(p) 是 实数 (8. 1. 6) 
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另外 ,在 切 从 TCMWD 中 还 定义 了 投射 变换 了 。 前 已 说 过 ,二 的 作用 就 是 
I: TOM 一 M 
X,—p (8. 1.7) 
由 于 切 从 在 局 域 范围 内 是 底 流 形 U, 与 标准 纤维 下 = R” 的 乘积 ,于 
是 有 同 胚 映射 
a: I '(U,)—>U, XR” 
Xs, 一 (p,E(p)) ( 力 是 U 上 一 点 ) (8.1.8) 
符 点 pEU, 站 Ug, 则 还 存在 男 一 个 同 胚 映射 
Go: XA!U) >U,XR” 
Xs, 一 (p,E(p)) (pp 是 Us 上 一 点 ) (8. 1. 8) 
E(p) 与 EE(p) 之 间 存 在 (8.1.5) 式 的 变换 关系 。 
可 以 在 底 流 形 M 上 的 pp 点 邻近 选取 局 域 坐 标 X 二 (x ,Xx?，…， 
xz”"), 则 切 空 间 的 基 矢 es。(p) (a 二 1,2,…,m) 可 以 用 自然 标 架 写成 
es (Pp) =e (Dp) C8. 1. 9) 


我 们 对 流 形 取 坐标 变换 , 点 不 变 , 切 空间 基 矢 e。(p) 不 变 , 所 以 
不 影响 纤维 空间 下 中 的 向 量 (p)( 见 (8.1.4) 式 ) ,不 影响 转换 水 数 
aw《(pP)( 见 (8.1.5) 式 ) 和 G= {aw(p))。 


3. 自治 条 件 


对 于 底 流 形 M 中 的 每 一 个 点 x, ,都 可 找到 它 的 一 个 邻 域 U, 和 
一 个 同 构 映射 B,。 这 个 同 构 映 射 更 的 作用 就 是 把 U;COF 映射 到 纤 
维 从 EE 的 子 集 合 卫 "(U,) 中 去 : 


®, : (UF) I (UU,) (8. 1. 10) 
由 于 (xz, 的 f) EU;OOF(zxiEU,,fEF), 所 以 利用 式 (8. 1.10) 就 得 

9D, : (zx, I (zx,) (8.1.10)) 
所 以 HII(®,(z:O fH (zx;)= zx; (8. 1. 10)， 
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可 见 这 是 一 个 必须 满足 的 自治 条 件 。 
由 同 构 映 射 B; 又 可 以 定义 两 个 相交 的 领域 U, 和 UL; 中 的 转移 
矩阵 @; (由 U; 转移 到 U,): 
$B, =D ! rEUNU, (8.1. 11) 
8B; 对 于 每 一 个 给 定 的 点 zCzEuU.f 站 on) 的 作用 就 是 把 zx 点 在 U; 上 
的 坐标 转换 成 x 在 U; 上 的 坐标 。 因 此 有 如 下 性 质 : 
Bi=I (8. 1.12)， 
BB =B (rEUNU, NU,) (8. 1. 12)， 
显然 (8. 1. 12); 和 (8. 1. 12)， 式 是 所 有 的 邻 域 U,,U; ,Ui,… 可 
以 黏合 成 为 整个 纤维 丛 的 充分 必要 和 条件。 纤维 丛 的 性 质 完全 决定 于 
转换 矩阵 的 性 质 。 


8.2 纤维 从 与 截面 


前 一 节 已 经 说 明 , 切 从 TOM) 二 UT,(M) 是 一 种 纤维 从 。 若 在 
p 


( 流 形 M 上 的 ) 每 一 个 p 点 的 切 从 纤维 本 , (M) 中 按照 给 定 的 (与 p 
有 关 的 ) 茶 种 规则 ,选取 一 个 切 向 量 , 则 在 整个 M 上 就 得 到 一 个 切 向 
量 场 。 由 此 就 可 把 M 上 的 切 向 量 场 看 作 是 M 上 的 切 从 的 截面 ,并 
且 引 出 “截面 ?的 定义 如 下 : 


定义 8.2.1 设 p 是 底 流 形 M 上 的 一 个 点 ,I !'(p) 是 M 上 属 
于 pp 点 的 纤维 (纤维 的 维 数 一 般 取 作 ,但 切 从 T(M) 的 纤维 的 维 数 
必须 是 m,m 是 底 流 形 M 的 维 数 ), 在 每 一 个 pp 点 的 纤维 '(p) 上 
选 定 一 个 S,, 则 底 流 形 M 上 所 有 的 各 个 点 pp 的 S。 集合 就 形成 纤维 
从 的 一 个 截面 SC(p)。 


(这 里 必须 说 明 一 点 :纤维 如 果 是 矢量 的 集合 , 则 Ss 就 是 其 中 的 
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一 个 矢量 ;如 果 是 张 量 的 集合 , 则 S, 就 是 其 中 的 一 个 张 量 ……) 


定义 8.2.2 若 纤 维 丛 是 切 丛 , 则 截面 S(p) 就 是 一 个 切 向 量 
场 , 它 的 维 数 是 m, 与 底 流 形 M 的 维 数 相同 。 


定义 8.2.3 若 纤 维 从 是 一 个 上 维 向 量 从 , 则 截面 S(p) 就 是 底 
流 形 M 上 的 一 个 k 维 向 量 场 。 


向 量 从 的 基础 向 量 e 二 {e, (zx)) (i 二 1,2,…,k) 称 为 向 量 从 的 标 
架 场 。 其 他 & 维 向 量 场 都 是 标 架 场 {e: (zx)} (i 二 1,2,…,k&) 的 线性 组 
合 。 线 性 组 合 的 系数 是 底 流 形 M 上 的 函数 。 所 以 标 架 场 可 作 线 性 
变换 ,得 到 男 外 的 标 架 场 : 

ej;(X)=e(x)ci(r), detc 天 0 (8. 2. 1) 


定义 8.2.4 流 形 M 上 的 向 量 从 EE 的 全 体 标 架 的 集合 L(E) 称 
为 向 量 从 的 标 架 从 L (E): 

L(EF) 二 {(zx,e ),e (zx) 代表 工 处 的 所 有 各 种 可 能 的 标 架 ，) 

(8. 2. 2) 

可 以 令 e,(x) 为 覆盖 底 流 形 M 的 开 集 U。 的 光滑 矢 值 函 数 , 而 全 
体 可 能 的 标 架 可 用 e = 二 ec 来 表示 。 式 (8. 2.1) 中 的 {ci(x)) 又 可 看 作 
是 这 个 开 集 U。 上 的 光滑 矩阵 函数 。 

当 已 选 定 标 架 场 {e,(x) ,i 二 1,…,k) , 则 利用 每 一 个 不 同 的 矩阵 
函数 CCz) 三 cz) 可 得 到 一 个 新 的 标 架 场 。 所 有 的 &X& 阶 非 奇异 
和 矩阵 一 数 (c (zx)) 的 集合 与 全 体 标 架 从 的 集合 一 一 对 应 ,所 以 和 矩阵 函 
数 (c; (xz)) 的 集合 等 价 于 标 架 从 L(E)。 

由 于 底 流 形 M 的 维 数 是 m,kX&k 阶 非 奇 异 矩 阵 隙 数 (c; (zx)) 的 
维 数 是 kXk=&? ,所 以 标 架 从 L(E) 的 总 的 自由 度 ( 也 就 是 L(E) 标 
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架 丛 作为 一 个 流 形 的 维 数 ) 是 

m 十 k? (8. 2. 3) 
m 代表 底 流 形 M 上 的 开 集 U, 的 自由 度 ,&* 代表 维 标 架 场 的 变换 
和 矩阵 的 自由 度 。L(E) 局 域 同 胚 于 U; XGL(k,R),GL(k,R) 是 “k 阶 
一 般 实 线性 群 ?”。 由 此 看 到 , 标 架 从 L(E) 的 纤维 的 变换 带 有 GL(k,R) 
群 的 特征 ,所 以 标 架 从 L(E) 的 纤维 是 一 个 群 流 形 。 纤 维 是 群 流 形 
的 从 , 称 为 主 从 ( 见 下 一 节 定 义 8. 3.2) ,按照 这 个 定义 , 标 架 从 L(E) 
就 是 一 种 主 从 , 称 为 向 量 从 EF 的 伴 主 从 ， 


§ 8. 3 几 种 有 代表 性 的 纤维 从 


1. 一 般 向 量 从 E(M,F,I1,G) 


一 般 向 量 丛 五 由 底 流 形 M 和 纤维 空间 下 组 成 。M 是 一 个 mm 维 
流 形 ,下 是 线性 向 量 空间 , 它 的 维 数 是 上。 因为 不 是 切 从 ,而 是 一 般 
向 量 从 ,所 以 上 一 般 不 等 于 m。 

在 向 量 丛 五 与 底 流 形 M 之 间 的 投影 算 符 仍 写成 

HI:E—~M (8. 3.1) 

这 个 投影 算 符 二 是 连续 满 映射 。 于 是 看 到 ,一 般 向 量 从 EE 的 基本 内 
容 就 是 M,F, 芽 ,G。 我 们 可 把 这 个 EE 及 其 内 容 记 为 EC(M,，,F,I1,G)， 
并 用 图 8. 3. 1 表达 一 般 向 量 从 EE 的 内 部 关系 : 


F Ek 


图 8. 3.1 


名 革 数 学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 朴 学 


图 8. 3.1 中 G= (gw (zx)} 代 表 底 流 形 上 每 一 个 固定 点 <EU, [Ug 处 
的 向 量 空间 下 的 转移 矩阵 之 集合 。C 就 是 结构 群 。 
以 下 给 出 几 个 有 用 的 定义 . 


定义 8.3.1 群 G 的 自作 用 有 两 种 
(DL :GY>G L,(h)=gh | 
胃 (g,hEG) 
(IDR。:G 一 G R,(h) 二 hg 称 右 (平移 ) 作 用 

定义 8.3.2 如 果 有 一 个 纤维 从 ,其 标准 纤维 下 与 结构 群 G 
的 群 空 间 是 等 同 的 ,而 且 G 左 平移 作用 于 下 , 则 这 个 纤维 称 为 实 从 
( 标 架 从 就 是 其 中 的 一 个 例子 ,G 左 平移 作用 于 标 架 从 的 纤维 )。 


定义 8.3.3 变换 群 G 作 用 于 某 个 空间 S, 取 gEG,zES。 若 
是 除 g 二 e 外 ,gzx 关 Zz, 则 称 G 自由 地 作用 于 S 。 


2. 主 从 P(MCIT) 


主 从 PP 的 纤维 是 一 个 李 群 的 群 流 形 G, 主 从 P 的 转移 函数 ( 即 
结构 群 ) 也 归属 于 C 群 , 它 左 平移 作用 在 纤维 C 上 。 

由 于 从 的 整体 结构 要 求 底 流 形 M 的 每 一 个 交 亚 区 ( 即 U, (Uj) 
上 的 纤维 光滑 地 黏 结 , 所 以 我 们 要 找 出 交 夺 区 的 zx 点 (EU. 门 Us) 上 
I (U,) 与 (Us) 的 关系 。 为 此 ,可 以 利用 图 8. 3. 2 和 图 8. 3. 3。 

图 8. 3.2 显示 了 U。 上 zz 点 的 纤维 I !'(zx) 二 Gi ,以 及 I Cz) 上 
的 x 点 与 标准 纤维 G 上 的 ps(w) 点 的 同 胚 映射 关系 (gq,,: (wu) 是 与 
U。 有关 的 )。 

由 于 主 从 局 域 平庸 ,所 以 对 于 局 域 开 集 U。 有 如 下 同 胚 映射 p。: 

Gu : TU 一 LU XG 
同 肛 映射 
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G C、 
李 群 标准 纤维 


图 8. 3.2 
U> (TX, pa,r (U)) (8. 3. 2) 
(u€EI (U), XEU,, Yar(u)EG) 
C G 
李 群 标准 纤维 


图 8. 3. 3 

图 8.3.3 显示 了 Ue 上 z 点 的 纤维 I "(x)= 二 G; ,以 及 IT' (zx) 上 
的 点 与 标准 纤维 G 上 的 gp,: (点 的 同 胚 映射 关系 。(qp,:(w) 是 与 
Us 有 关 的 ) 

奇 xXEU, [Ugp, 则 又 有 同 肛 映射 

ga: UH ' (Ug) >UpXG 

同 胚 映射 
u> (xX, gp,r (U)) (8. 3. 3) 
(u€EI (Ug), rEUgp, Gar(u)EG) 

为 了 在 Uf1Ug 交 春 区 上 的 z 点 及 其 邻近 光滑 地 黏 结 p。,: (wu) 和 
gg,z(U) ;就 需要 确定 工 处 ~!1(U,) 与 1(Ugp) 之 间 的 联系 。 为 此 ,我 
们 利用 gi (xz 和 gp,: (ww) 定义 Aw (zx) 如 下 : 
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定义 
Ba — Par (U) ,Bp— Par (U) (8. 3. 4) 
由 此 得 
= pir (U) = po, (U) par (U) Ga,z (U) 
= pr (U) Gar (U) gp 
=—=Ag (TX) gp (8. 3.5) 
he (XT)—= pr(U) prr(U)— ggg (8. 3. 6) 
Me(Zz) 称 为 转换 函数 。 


为 探讨 群 G 对 主 从 的 右 作 用 与 转换 函数 4。% 之 间 的 关系 ,我 们 可 


把 (8. 3.6) 中 的 都 换 成 Ru。 其 规则 是 ( 见 定义 8.3. 1(ii) ) : 


G 群 元 素 a 对 主 从 右 作 用 
Gos (Ru) = ps (u) * 


一 ge。4 (8. 3.7)) 


G 群 元 素 a 对 主 丛 右 作用 
0p,z (WE, (Ru) 一 pr (2 ) e 


ga* a (8. 3.7); 


G 群 元 素 a 对 主 从 右 作用 
PW Ag (7) = ps (U) pa Cs (Ru) 


* Gaz (Rau) 
=p,,r (Ua a pa!(u) 
= @,,: (U) Gar (U) 
=Awg (x) (8. 3. 8) 
可 见 “ 转 换 函 数 Ms (zx)” 不 因 “G 群 对 主 从 5 
的 右 作 用 ”而 改变 ! 

从 图 8. 3. 2 和 图 8. 3. 3 还 看 到 , 主 从 n 
是 由 底 流 形 M, 李 群 G( 作 为 纤维 ) 和 投影 
映射 工 组 成 的 ,所 以 主 从 PP 可 以 记 为 
PC(MGID) ,并 且 用 图 8. 3.4 代表 主 从 的 内 
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从 (8.3.8) 式 得 知 ,Aw (zx) 也 是 属于 G 群 的 ,因为 从 (8. 3. 2)， 
(8. 3.3) 式 看 到 ,gs (wu) EG,gpaz(u)EG, 所 以 


Ag (XT)—= pr CU) por (UEG (8. 3.9) 
它 要 满足 相 容 条 件 ,以 保证 各 个 开 集 U, ,Up,U,,… 光 滑 地 夭 接 : 

Ans CLT).] rEU, 

Avs (TI A (Tt) re llt; (8. 3. 10) 


Mua (EY “Ag li)= A (CL) rEU. {IUsfD, 

于 是 转换 函数 的 集合 形成 纤维 从 ( 主 从 ) 的 结构 群 (hw (zx)}CG。 

当 xEUDU,NOs; 则 Cx) 上 点 可 分 别 通 过 go; 和 pg,: 同 G 中 
的 g。 和 gs 同 胚 映射 , 见 (8. 3.4) 式 和 (8. 3.5) 式 。 

于 是 可 利用 G 群 的 群 元 a 对 标准 纤维 G 右 乘 ,以 定义 a 对 整个 
主 从 PP 的 右 乘 。 为 了 说 明 这 一 点 ,我们 就 利用 (8. 3. 4) 式 : 

paz (Ru) pr(uU) ag *a 

ee (8. 3. 11) 

Par (Rau)—=ppr(u) a=ga* a 

>Ru=opai (ug a 
可 见 Rou 既 可 等 于 pnzge。a, 又 可 等 于 wpzge。a。 这 就 说 明了 C 
群 的 群 元 a 对 主 丛 已 (以 xz 代表 主 从 ) 的 右 乘 ( 即 Rw) 是 作用 于 整个 
G 的 ,poz(u)gs( 或 pa: (u)gg) 中 的 al 或 8B) 所 代表 的 是 G 群 中 的 每 一 
个 群 指标 。 也 就 是 说 ,a( 或 8) 代 表 了 整个 G 群 ,如 果 把 G 群 所 作用 
的 每 一 个 轨道 看 做 是 一 个 点 ,就 可 得 

P/G=M (8. 3. 12) 

M 就 是 主 从 PP 的 底 流 形 , 所 以 在 图 8. 3.4 中 ,应 该 取 M=P/G。 

总 之 ,Ru 是 作用 于 整个 G 的 ,可 以 整体 定义 群 C 对 主 从 P 石 
作用 后 ,不 会 改变 从 的 结构 群 ,不 会 影响 从 的 整体 拓扑 结构 。 又 因 
Me(Zz) 在 各 个 开 集 U。,Ugp,U,,… 上 是 相同 的 ,所 以 也 不 会 影响 交 午 
区 纤维 的 光滑 黏 接 。 

。 163 。 


多 和 教学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


3. 伴 向 量 从 E(M,F,G,I1,P) 


设 PCM,G, 卫 ) 是 一 个 主 从 ,简写 为 P;G 代表 主 从 PP 的 纤维 , 同 
时 也 是 主 从 PP 的 结构 群 。 又 设 下 是 一 个 向 量 空间 ,G 也 可 以 对 下 起 
作用 。 于 是 ,可 以 定义 直 积 从 PXF。 在 直 积 从 PXF 中 ,任何 一 点 
都 可 以 写成 (p,f) : p€P,fEF，。 
pp 是 主 从 P 上 的 一 个 点 , 它 对 应 于 G 中 的 一 个 群 元 ,f 是 下 向 
量 空间 中 的 一 个 向 量 , 主 从 中 的 G 的 群 元 g 可 以 对 了 起 作用 。 
于 是 定义 主 从 的 G 群 和 群 元 素 g EG 对 直 积 从 PXF 的 作用 方 
式 如 下 : 
G:PXF—>PXF 
g: (p, >(pgsg f) 
就 是 说 ,G 对 下 的 作用 是 由 G 对 了 的 作用 诱导 出 来 的 ,gEG 在 
P 上 右 作用 的 同时 ,又 在 下 上 给 出 g ' 右 作用 ,把 PXF 上 的 点 (2, 
与 通过 群 作用 相 联 系 的 点 (pg,g 了 f) 看 作 是 等 价 的 , 即 (p, 了) 寺 过 
(pg。g JP, 把 每 个 等 价 类 看 成 一 个 点 , 则 有 


{(pg,g 'f)}={(p,f)}= (PXF)/G (8. 3. 13) 
这 样 得 到 的 底 流 形 称 为 主 从 PP 的 伴 向 量 从 E( 简 称 伴 主 从 ): 
E=(PXF)/G (8. 3. 14) 


3 8.4 ”其 他 各 种 纤维 从 举例 


1. 拖 回 从 


设 是 底 流 形 M 上 的 一 个 纤维 从 ,F 是 纤维 ;又 设 f 是 关于 底 
流 形 的 一 个 映射 , 它 可 以 把 另 一 个 流 形 M 映射 到 M : 
FM -=M 
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rx >zx= f(x’) (8.4.1) 

其 中 f(x) 具体 规定 了 M 上 的 xz 映射 到 M 上 的 x=f(z')。 于 是 可 
以 在 底 流 形 M 上 向 建立 一 个 纤维 从 ,规定 M 上 的 z 点 的 纤维 就 是 
M 上 的 z= 二 f(z ) 点 的 纤维 。 由 此 得 到 的 纤维 从 记 作 EF ,于 是 可 以 
定义 三 : 

= 
或 

1 

oe i (8. 4. 1)) 
EF' 二 f/f* 就 称 为 拖 回 从 ，。 

若 M=M ,f(zr)=z, 则 f* E=E, 


2. 等 价 丛 与 同 伦 映射 


如 果 户 和 8g& 是 从 M 到 M 的 两 个 映射 (入 一 般 与 g 五 不 相 
同 ) ,并 存在 一 个 带 参数 a 的 有 (x ,a),a 可 以 平滑 地 从 0 变 到 1， 
H(zx’ ,a 二 0) 二 h(x ) ,BCz ,a 二 1) 二 g(x ), 则 映射 h 和 gg 就 是 相互 
同 伦 的 ,或 称 等 价 的 。h* 巨 和 g “EF 互 为 等 价 从 (相互 同 构 )。 


定理 8.4.1 如 果 底 流 形 M 是 可 以 收缩 的 , 则 在 M 上 建立 的 纤 
维 从 必定 是 平凡 的 ( 同 构 于 MXF)。? 


证 明 因为 M 可 收缩 到 任意 小 的 M ,包括 缩 到 一 个 点 M = 
xo， 这 意味 着 M 上 没有 特殊 的 拓扑 结构 ,所 以 M 收缩 到 M 后 ,纤维 
处 就 是 下 一 M X 丰 。 再 定义 恒 等 映射 , 关 (z ) 一 z (x' 不 变 ) 和 常 映 


@ R" 中 的 实心 坐标 球 和 S" 上 减 去 一 点 的 流 形 ,都 是 可 收缩 成 一 点 的 流 形 。 
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射 g,g(Cz) 一 zoGCM 上 所 有 的 点 都 收缩 到 z。), 则 M 可 收缩 意味 着 映 
射 和 映射 g 同 伦 。 利 用 是 hh 之 逆 ,g 是 g 之 道 ,得 知 王 与 MX 
FF 等 价 , 所 以 下 必定 平 几 : 
OR EL 
由 定理 8. 4.1 可 知 ,只 有 在 底 流 形 不 可 收缩 的 情况 下 ,才能 得 到 
非 平凡 的 纤维 丛 。 最 简单 的 不 可 收缩 的 流 形 为 n 维 球 S"(z 一 1,2， 
7d )s 


3. 平凡 从 
平凡 从 整体 拓扑 性 质 等 同 于 E=MXF 的 拓扑 性 质 。 


定理 8.4.2 当 且 仅 当 主 从 PP 有 一 个 整体 光滑 截面 时 , 主 从 是 
平凡 的 。( 证 明 略 ) 


定理 8.4.3 如 果 向 量 丛 下 有 处 处 非 零 的 整体 截面 , 且 线 性 独 
立 截面 的 最 大 集合 等 于 纤维 的 维 数 &, 则 向 量 丛 已 平凡 。( 证 明 略 ) 


4. 线 从 


线 丛 也 是 一 种 向 量 丛 , 它 的 纤维 是 一 维 的 向 量 空间 。 

如 果 把 Mobius 带 的 [一 1,1j 区 间 换 成 实 的 直线 R, 就 可 得 到 一 
个 以 圆周 为 底 流 形 的 非 平 凡 的 实 线 丛 。 

如 果 把 [一 1,1j 区 间 换 成 复数 C, 则 所 得 到 的 线 丛 与 S XC 同 
构 ,是 一 个 平凡 的 复线 丛 。 


$5. 切 从 和 余 切 从 


设 有 ?2 维 实 流 形 M 在 M 的 邻 域 QU 上 取 定 了 局 域 坐标 系 z 二 
(zzzzo) 则 可 定义 底 流 形 M 上 的 切 从 工 (M) 为 实 的 向 量 丛 ， 
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它 在 x€EM 点 的 纤维 取 为 xz 点 的 切 空间 TT, CM) ;又 可 定义 底 流 形 M 
上 的 余 切 从 T* (MD) 也 是 实 的 向 量 从 , 它 在 TE€M 点 的 纤维 取 为 z 点 
的 余 切 空间 T; (M) ,并 且 可 定义 标准 基 如 下 。 

切 从 TCM) 的 标准 基 :(39/az,，…，3/az} 

余 切 从 T* (MM) 的 标准 基 ; (dzxi,… ,dzxz,} 
若 U",U* 是 M 上 两 个 相交 的 邻 域 ,U*,U* 上 的 坐标 分 别 写 成 <? ， 
zz , 则 UU 站 Uy 区域 中 的 标准 基 的 变换 是 


9 gx 9 
切 从 ;一 一 二 一 
四 从 :3 dx AX 


b J 


3 8.5 万 有 从 和 分 类 空间 


底 流 形 M 和 纤维 下 给 定 后 ,可 能 形成 多 少 种 不 等 价 的 纤维 从 ? 
本 节 将 探讨 这 个 问题 。( 等 价 的 概念 和 等 价 从 的 定义 见 $ 8. 4) 

前 已 知 标 染 从 L(E) 的 纤维 是 一 个 群 流 形 , 所 以 实际 上 L(E) 就 
是 一 种 主 从 , 称 为 向 量 从 EF 的 伴 主 从 。 一 般 向 量 从 EE 的 向 量 空间 的 
转移 也 都 需要 引入 结构 群 G。 伴 向 量 从 又 简称 伴 主 从 , 它 也 决定 
于 结构 群 G。 总 的 来 看 ,在 给 定 底 流 形 M 和 纤维 空间 下 之 后 ,所 有 
的 伴 从 (包括 标 架 从 一般 向 量 从 、 伴 主 从 等 ) 的 结构 都 与 主 从 (特别 
是 主 从 的 结构 群 性 质 ) 密 切 相关 ,因此 先 要 研究 主 从 的 分 类 问题 ,分 
析 一 下 在 M 和 群 G 给 定之 后 ,有 和 多少 个 不 等 价 的 主 从 。 

一 般 来 说 ,对 于 具有 相同 结构 群 的 主 从 进行 分 类 ,主要 是 利用 同 
伦 群 的 分 析 。 


定义 8.5.1 设 M 是 一 个 纤维 的 底 流 形 , 它 上 面 的 转移 函数 族 
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{gs}( 或 称 构造 函数 族 ) 表 达 了 局 部 纤维 空间 与 底 流 形 M 拼 苍 成 为 
纤维 从 整体 的 全 过 程 。 另 外 又 取 一 个 连续 映射 f:M->M , 则 得 到 另 
一 个 函数 族 {gs。f}。 它 表达 的 是 局 部 纤维 空间 与 底 流 形 M 拼 黏 
成 为 另 一 个 纤维 从 整体 的 全 过 程 ,这 样 得 到 的 M 上 的 纤维 丛 就 称 为 
诱导 从 。 


定义 8.5.2 如 果 空 间 关上 的 每 个 开 稚 盖 都 有 一 个 有 限 子 集 族 
仍 是 X 的 覆盖 , 则 X 称 为 紧 空 间 。 紧 空间 上 相互 同 伦 的 映射 诱导 出 
相同 的 从 。 


以 下 我 们 探讨 主 G 从 的 分 类 。 有 一 种 特殊 而 又 重要 的 主 G 从 
&(G) , 它 的 特殊 之 处 是 所 有 别 的 以 G 为 构造 群 的 主 G 从 都 是 这 个 特 
殊 的 主 G 从 &(G) 的 一 个 诱导 从 。 

对 于 &(G) 也 有 一 个 与 图 8. 3.4 类 似 的 反映 主 G 从 内 部 关系 的 
图 ( 见 图 8. 5. 1) 。 

图 中 与 图 8. 3. 4 的 底 流 形 M 对 应 的 5 
是 底 流 形 Bc,&(G) 从 称 为 万 有 从 , 它 有 一 
个 特点 ,就 是 它 的 各 阶 同 伦 群 为 零 : 三 

Hi;(é)=0, & 为 正 整数 
(8. 5. 1) 地 
还 有 一 种 情况 , 即 &(G) 仅 满足 下 列 条 件 : 
1.(é)=0, kn 十 1 
(8. 5. 2) 
这 种 情况 的 &(G) 就 称 为 万 有 从 , 记 作 &(n,G)。 
如 果 由 流 形 M 到 B6 可 以 定义 连续 映射 
f:M—>B, (8. 5. 3) 
那么 ,以 M 为 底 流 形 的 主 从 PCM,G) 就 将 与 万 有 从 &(G) 的 拖 回 从 
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图 8. 5.1 
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f*&(G) 同 构 : 

P(M,G)C 广 E(CG) (8. 5. 4) 
可 类 似 (8. 5. 3) 式 写成 

f* :Bo—>M 

f* :£(G)—>P(M,G) 

于 是 流 形 M 上 以 G 为 结构 群 的 各 种 主 从 等 价 类 的 集合 ,包括 
f"&(G),g"&(G),h*E(G),…( 如 图 8. 5.2 所 示 ) 与 由 MM 到 Bc 的 各 
种 连续 映射 f,g,h,… 所 代表 的 同 伦 类 的 集合 之 间 , 必 定 存在 1 :1 
对 应 关系 ,这 就 是 主 从 分 类 定理 。 流 形 Be 称 为 分 类 空间 。 

f* #(G) é#(G) g* (G0) 0 


(8. 5. 5) 


图 8. 5.2 
若 流 形 M 的 维 数 小 于 nn, 则 可 用 él(n,G) 代 替 &(G) ,也 能 得 到 类 
似 定理 ,因为 不 涉及 维 数 大 于 的 流 形 。 
向 量 从 的 分 类 总 的 来 说 完全 决定 于 主 从 的 分 类 ,也 可 找到 万 有 
向 量 从 (细节 略 去 ) 。 
根据 定理 8. 4. 1 又 可 得 到 一 个 结论 ,就 是 非 平 凡 丛 的 底 流 形 M 
必须 是 不 可 收缩 成 为 一 点 的 。 最 简单 的 不 可 收缩 流 形 是 n 维 球 S"， 
以 S" 为 底 流 形 的 纤维 从 有 可 能 非 乎 凡 (z>0) 。 
以 下 举 一 个 M= S* 的 例子 , 即 Yang-Mills 瞬 子 。 它 是 一 个 取 
SU(2) 群 为 纤维 ,以 S 为 底 流 形 的 主 从 ,有 以 下 特点 : 
M 一 S4 有 4 个 实 坐 标 7,0,9,y 
SU(2) 群 流 形 是 Ss 有 3 个 SU(2) 群 参量 a,8,r 
可 把 S$ 分 成 两 个 半球 互 + ,HH- , 则 五 + , 互 -都 是 可 收缩 的 , 它 
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们 的 边界 就 是 S$ ,H+ 和 日 -上 的 坐标 和 纤维 SU(2) 群 的 参量 分 
别 是 

五 + XSU(2) (r,0,9, ;a+ B+ sr+) 

H- XxX SUC2) (r,0,9, ;a- ,B- ,r-) 
把 五 + ,五 - 稍微 延伸 一 下 ,就 形成 + 站 态 - 交合 区 : 

H_ IH- =LXS’ (8. 5. 9) 
其 中 工 可 以 无 限 缩小 ,从 而 五 +: 站 五 - 交 覆 区 与 S$ 同 伦 。 互 + 上 开 
覆盖 之 间 的 转移 函数 与 也 - 上 开 履 盖 之 间 的 转移 函数 是 一 致 的 ， 
记 作 


(8. 5.8) 


g+,- ESU(C2) (8. 5. 10) 
注意 到 SU(2) 的 群 流 形 是 3 维 的 (因为 群 流 形 是 S’), 所 以 (8. 5. 10) 
式 中 的 g+,- ESU(2) 也 是 3 维 的 ,而 且 g1+,- 形 成 五 + 站 日 - 交 秋 区 
S: 上 的 3 维 环 路 。 根 据 (6. 5.1) 式 , 取 n 二 3, 则 有 
I;(S’)=z—>Il(SU(2))=x (8. 5.11) 
所 以 g+,- 可 以 按 SU(C2) 群 的 三 阶 同 伦 群 I; (SU(2)) 二 zz 式 中 的 整 
数 z 的 取 值 来 对 S* 上 的 SU(2) 群 主 丛 进行 分 类 。 
推广 到 S" 上 的 主 G 从 ,可 类 似 上 述 M=S 的 例子 ,用 2” 一 1 阶 
同 伦 群 I,-1(G) 来 进行 分 类 。 
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9 9.1 一 般 向 量 从 上 的 联络 


设 有 一 般 向 量 丛 下 (M, 下 ,了 ,CG) ,向 量 空间 的 维 数 是 &, 则 在 底 
流 形 M 的 每 一 个 邻 域 U 上 ,都 可 选取 一 个 局 域 的 辐 量 从 标 架 (ei， 
ex, sex), 并 把 了 I"!(U) 一 UXF 上 的 向 量 从 的 截面 SCz) 写 成 如 下 
的 向 量 函 数 : 


k 


SCZz) 一 >， e,(T)z' (x) (9. 1. 1) 


1 二 1 


其 中 e;(z) 代 表 zz 点 的 纤维 空间 向 量 从 标 架 ,zx'(z) 代 表 工 点 的 向 量 
从 截面 的 第 i 个 分 量 。 
在 向 量 丛 王 中, 切 空间 T(E) 和 余 切 空间 T"(E) 的 局 域 基 矢 为 


0 ); T(E): (dr',de)o 


zx ’ 9x 
以 下 我 们 对 向 量 从 上 的 联络 的 几 种 相互 等 价 的 定义 作 一 些 
考察 。 


T(E) :( 


1. 由 平行 输 运 给 出 的 定义 
设 xz(7) 是 M 中 的 一 条 曲线 ,向 量 场 SCz) 是 向 量 丛 正 上 的 一 个 


@ ;一 1,2,… ,是 向 量 空间 的 坐标 ;ww … 是 底 流 形 M 上 的 坐标 。 
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截面 。 若 SCz(r)) 满 足 如 下 的 微分 方程 : 
VatS)=0 (9. 1. 2) 


则 称 S(z) 沿 x(7) 平 行 输 运 。 二 一 他 汪 ; 就 是 沿 z(z) 方 向 的 向 量 。 


根据 第 3 章 式 (3. 1. a 是 同类 向 量 ,所 
以 有 
Ve,(z)=Y (zr)e(r) (D(z)=TY, (zx)dr’) (9 153) 
又 根据 第 3 章 (3. 1. 13) 式 ,得 


er te 
EE 9 工 


= (eT dre, =eTh (zy) (9.1.4) 


y pd 


于 是 ,利用 (9. 1. 1) 式 ,可 把 (9. 1. 2) 式 写成 : 
A az’) 


= (eTiidx’, 区 四 | ,学 EE 

pd, a a 

Ce 

= ee, (Dizi+ (5S)—0 (9. 1. 5) 
T 9z 


与 第 3 章 (3. 1.7),(3.1.8) 式 对 上 照 , 当 X= 5 5 到 平行 输 运 时 ,要求 


ee 
Je -aeroaarm 


2. 由 切 空 间 出 发 的 定义 


设 底 流 形 M 上 有 一 条 曲线 z(r) ,我 们 可 以 把 它 提 升 到 向 量 丛 
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E(M,F, 了 I,G) 中 去 。 提 升 后 的 曲线 记 作 c(r),c(r) 上 每 一 点 的 坐标 
应 该 既 包 括 x*(7) ,又 包括 xz'(7) ,所 以 提升 到 上 以 后 ,E 上 的 曲线 
应 写成 : 

CT) Cr (rR 7) (i=1,2,.…,k) (9. 1. 6) 
沿 c(7) 的 微分 则 应 定义 为 


dm 9 dz 
dr droax drgz: 


(9. 1.7) 


按照 Levi-Civita 平行 输 运 规则 , 举 应 满足 以 下 的 平行 输 运 
方程 : 


dz: 加 部 .2c 
gt dr 一 一 之 0 (9. 1. 8) 
代入 (9. 1.7) 式 就 得 
d dr 9 dr ;2 
dr dr 9z i dz dz: 
i 9 Nd Nd 
i (9. 1. 9) 
其 中 
Ss 
也 一 二 > (9. 1. 10) 


D, 就 是 切 空间 T(E) 中 的 协 变 微分 , 厂 ; 则 是 切 空 间 T(E) 中 的 联络 。 
从 (9. 1.10) 式 还 看 到 ,T(E) 分 解 为 两 个 部 分 : 
T(E)=V (EDHE) (9. 1. 11) 


其 中 ,V 代表 基 矢 : , 称 为 切 空间 的 垂直 部 分 VCE) ;五 代表 基 矢 D， 


= 一 Tx’ 二 , 称 为 切 空间 的 水 平 部 分 囊 (E)。 妞 中 的 基 矢 D， 


QZ 


可 看 作 是 流 形 M 上 的 向 量 算 符 一 在 流 形 下 上 的 水 平 提升 。 
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3. 由 余 切 空间 出 发 的 定义 


考察 余 切 空间 T* (E) 中 的 一 个 1- 形 式 ， 


we (9. 1. 12) 
它 具 有 如 下 特性 ， 
: ， 9 9 
(1) .ws D2= dz TD dr a J Fr 
=—Tiz?+T,z’ =0 (9. 1. 13) 
CO (9. 1. 14) 
OZ; 9 z! 


式 (9. 1. 13) 和 式 (9. 1. 14) 表 明 : 余 切 空 间 T* (E) 中 的 1- 形式 w' 与 
切 空间 T(E) 中 的 水 平 部 分 (D, EH(E)) 正 交 ;w' 与 切 空间 T(E) 中 
的 垂直 部 分 ( ;二 EVCE) ) 有 式 (9.1. 14) 所 显示 的 (w' ,了 -) 一 的 
(9.1.12) 式 引入 的 1- 形式, dx* 就 是 一 般 问 量 从 的 联络 1- 形 
式 。 例如 , 取 S 二 ez', 则 有 
V(S)=Y (ez')=e,(Vxz’')+ (Ve;)x’ 
=e,dz' 二 Te,z’ (T= Tdr’) (9. 1.15) 


4. 由 标 架 变换 出 发 的 定义 


作 标 架 变 换 . 
ej=e (fil(x), z'= fi(x) (9. 1.16) 
截面 S(z) 是 不 变 的 : 
S(X)=e(x)z' (x)=e',(rx)z (x)=S’ (zx) (9. 1.17) 


由 于 e (z) 的 变换 性 质 与 切 向 量 ;的 变换 性 质 相 同 ,所 以 根据 式 


(3. 1. 9) 中 第 一 式 ,再 利用 式 (9. 1. 16), 有 : 
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Ve'j;(z)= Vv (e(f 1);(z)) 
=Ve* (f°);+e* Vf '); 
=e'(TITDT i=e (rz) (fT (9. 1. 18) 
再 利用 一 次 式 (3.1. 9) 中 第 一 式 , 则 目 (9. 1. 18) 式 得 
Ve* (f°')ite,* VC 一 ee。 (fT 


el * (f 1);te® Vf :=e (ff NT’ (9. 1. 19) 

由 于 ei 各 自 互 相 独 立 ,所 以 (9. 1. 19) 式 又 给 出 
Td (9. 1. 20) 
CO CO (9. 1. 21) 


与 7" 之 间 的 变换 一 一 式 (9.1.21) 显 然 不 是 一 个 张 量 类 型 的 
我 们 来 看 一 看 规范 场 的 规范 变换 : 
TA‘*—T"A* 一 ec iT [TA: 二 3， CE ) jes™ 


>e?T'T*Ase —i'T!’ =T4: 一 上。 eT 9, E —ig'T! 


/ :nliT! giT! 1 niTr! pil 
TAs 一 e 0T TA 一 一 9.e i0 工 eT 
8 


U 一 ee7 ， 人 (9. 1. 22) 
TA =UT"AsU -十 一品 . 3.U-: (9.1. 23) 
将 式 (9. 1. 21) 与 式 (9.1.23) 对 比 发 现 , A; ,TA; 分 别 与 卫 ， 
工 相 对 应 ;U,U 7! 分 别 与 0 ,ez 相对 应 。 
由 此 可 见 , 式 (9.1.21) 中 的 天 -To 的 变换 正好 和 规范 场 T°As 
一 了 "A 的 变换 相 类 似 , 但 决 不 是 张 量 变换 。 于 是 ,联络 1- 形 式 忆 
也 可 以 根据 (9. 1. 21) 的 变换 来 定义 。 


在 交 夺 区 UnUD“ ,已 知 SCz) 一 SCz)( 见 (9.1.17) 式 ), 还 可 证 明 
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y(S)= 二 V(S')。 证明 如 下 : 
根据 式 (9. 1. 15) , (9. 1. 16) 和 式 (9. 1. 21) : 
V (S’)=e dz 十 e TT iz’i 
=e(f i)id(fiz)+te Cf NIT Cf I) 
十 良 dCP 3) fiz" 
eidz*+e,(f ' );, (dfi)z 
ed Orztt+edd(f !):fiz’ 
=edz*+e(f  '); (dfi)zt 
+eT*%z”" te (df 1):fiz* 
=e,dz* 二 eI%z” = V(S) (9. 1. 24) 
由 于 式 (9. 1. 17) 和 式 (9. 1. 24) 证 实 了 S(zx) 二 S$S'(z) 和 VYV(S)= 
V(S ), 即 SCz) 和 Y(S) 都 不 受 坐标 系 变换 的 影响 ,所 以 在 两 个 邻 域 
U 和 U' 中 以 及 它们 的 交 秋 区 UNU’ 中 ,都 可 以 对 S=eiz' 和 Y(S) 一 
etdz 十 esT%z” 作 出 与 标 架 的 选择 无 关 的 自治 的 定义 。 


8 9.2 有 关 疝 量 从 上 曲率 的 几 个 说 明 


1. 曲率 张 量 
根据 (9. 1. 10) 式 , 求 出 [D,,D,] 如 下 : 
[D, ,DJ= [FT 二 Se -| 


9 
Zz gz 


本 区 民 
FTiTtz) -Te Ti 
= 一 ( oy FT i 
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se i (9. 2. 1) 
之 
8 De ek RS 

人 (9. 2. 2) 

QTXY 9z 

R 必 就 是 向 量 丛 的 曲率 张 量 。 
此 时 出 现 了 一 个 有 趣 的 现象 :按照 (9.1. 11) 式 的 定义 ,D.,D, 都 
是 切 空 间 水 平 部 分 的 基 天 ;5 ,所 都 是 切 空 s 间 垂直 部 分 的 基 矢 。 而 


ee 然而 (9. 2. 1) 
式 却 证 明了 水 平 部 分 的 基 矢 D.,D, 对 易 后 必定 得 到 垂直 部 分 的 基 


9 
2 
2. 的 纯 规 范 形式 


Ri 一 0 时 一 可 写成 纯 规 范 形式 : 
设 存在 局 域 平 的 标 架 ,e 一 e( 广 :满足 Ye 一 0, 则 有 
Co Dav 0 
>eT!(f 1)i+e (df ');=0 
由 于 ei; ,es 互相 独立 ,所 以 
RF)i+ (df ')= 


右 乘 及, 则 有 
ed i dy) (9.253) 
1 、k 
所 以 =f) = -及 (区 ) (9. 2. 4) 


(9. 2. 3) ,(9. 2. 4) 式 的 右 方 都 是 纯 规 范 形式 下。 
再 把 (9. 2. 4) 式 代入 (9. 2. 2) 式 ,得 


@ 8 dsg 形式 称 为 纯 规范 形式 。 
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wi 
+ Sa) WT) 
re :| 
RE 
oe 


-2 i 
= gz 
ee 


全: 
Wx 


9x’ 9x" 9 QZL 
Cj .919 90(f 07 
pr 十 i 0 (9. 2. 5) 
由 此 可 见 , 如 果 癌 量 从 的 联络 取 纯 规范 形式 , 则 向 量 丛 的 曲 


率 张 量 Ri 一 0 
这 个 命题 的 逆 也 是 成 立 的 ,就 是 说 ,如 果 Ri 一 0, 则 可 写成 
一 个 如 (9. 2. 3) 式 的 纯 规 范 形式 。 可 以 根据 Frobenius 定理 证 明 这 


一 点 。( 此 处 略 去 证 明 ) 
3. 向 量 从 上 曲率 2- 形 式 Qj 的 变换 性 质 


自 (9. 1. 24) 式 
V (S)=e;(dz’tTIz’)= ew’ 
又 自 (9. 1. 12) 式 
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起 一 dx 十 大 527 dz 
所 以 V’°(S)=VY (ew’')= Ve, Aw'te:V ww 
=eT! A w' te,dw 
=e,T! A (dz’tTiz*)e, (dTiz’—T, A dz’) 
=e, (Cd 下 十 有 ATi) xz" (9. 2. 6) 
利用 (9. 2. 2) 式 得 曲率 2- 形 式 : 


Q; —5 Ri dr A dr 


9 9 


2 \9x: DZ ” 

dd (9. 2.7) 
(9. 2.7) 式 又 可 写成 

0 — FR dr Adz=drm 二 MA (9. 2. 8) 

如 果 R 二 0, 则 0Q; 二 0, 此 时 
dT;=—Ti ATS (9. 2. 9) 

把 (9. 2. 8) 式 代入 (9. 2. 6) 式 ,得 
vy’(S)=eQNiz’ (9. 2. 10) 


这 里 ,2* 按照 张 量变 换 ;e; 和 xz* 分 别 按照 协 变 规则 和 反 变 规则 变 
换 。 可 见 VY (CS) 一 esz 在 标 架 变 换 下 也 是 不 变 的 。 


3 9.3 主 从 上 的 联络 


主 从 PCMGIT) 的 纤维 是 群 G。 寿 选取 局 域 坐标 , 则 主 从 PP 上 的 
局 域 坐标 应 包括 (z,g)。 其 中 工 代 表 底 流 形 M 上 的 一 个 点 ;g 代表 
G 和 群 空间 中 的 某 一 个 群 元 ,gr 则 是 群 元 g 的 矩阵 元 。 
再 设 底 流 形 M 上 有 一 条 曲线 z(r) ,把 它 提升 到 主 从 P 上 去 , 则 
提升 后 的 G 群 群 元 g 的 矩阵 元 应 写成 gjy (zt)。 这 个 gj (2) 是 的 孙 
wD fh 
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数 , 随 上 而 变动 。 
由 此 出 发 ,我 们 可 以 给 出 主 从 PCMGIT) 上 的 联络 的 定义 及 其 在 
不 同 场合 的 表现 。 


1. 主 从 联络 与 平行 输 运 


设 z(z) 是 M 上 一 条 曲线 ,截面 gw (rz) 沿 z(Cr) 平 行 输 运 。 
Levi-Civita 平行 输 运 规则 (9.1.8) 式 , 主 从 上 gu (7z) 的 平行 输 运 
义 为 


2 :eg =—0 (9. 3. 1) 


gt +A Ca 
与 (9. ee z 只 有 一 个 指标 i, 在 


(9. 3.1) 式 中 gs 有 两 个 指标 i 和 上 ,所 以 必须 引入 As Cz) Cs， 
5 到 一 。) 和 4 是 主 从 上 的 纤维 G 群生 成 
元 。 知 a 六 6, 则 4。 和 X。 是 两 个 不 同 的 独立 的 生成 元 ,于 是 At (x)。 
(4 *dzg 收缩 后 只 剩 i,k 指标 ,与 (9.1.8) 式 收缩 后 只 剩 i 指标 
相 类 似 。 

对 照 (9. 3. 1) 式 和 (9. 1.8) 式 ,得 知 (9.1.8) 式 的 刀 与 (9.3. 1) 式 


的 AsCz) Cs ;扮演 的 是 相同 的 角色 ， 所 以 我 们 可 以 称 
As(z ) 全 (9. 3. 2) 
为 主 从 上 的 联络 。 
由 于 (9. 3.1) 式 中 如 议 (1), T(tT) 和 CA, ); 帮 忆 给 和 定 5 故 可 解 
得 A2: (Cz) 。 
取 aE€G(la 是 G 群 中 的 任意 一 个 群 元 ) , 则 有 如 下 右 乘 变换 : 
Eh Ea gm =8 man! (9. 3. 3) 
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/9 _ 和 9 
所 以 2 ogg Byld ma QO gan Br gp (9. 3. 4) 


我 们 注意 到 (9. 3. 3) 式 是 a, 和 a 右 乘 , 所 以 (9. 3.4) 式 的 等 式 


9 9 
Ego Be gg 


的 性 质 简称 为 右 不 变性 质 。 
2. 主 从 联络 与 切 空 间 


设 底 流 形 M 上 有 一 条 曲线 zx (7) ,把 它 提升 到 主 从 PCMGID 上 
去 ,就 得 到 P 上 的 曲线 c(7)。 
类 似 于 (9. 1. 6) 式 ,c(r) 可 写成 
c(tT)=(zx (Tr), g, Cr) ) gEG C9. 3 3 
Hl(c(r))= zx (zr) (9. 3. 6) 
沿 这 条 提升 的 曲线 c(z) 的 全 微分 是 
d dzx* 9 十 ga 


dr drazr dr 9g, 
当主 从 上 的 gx (rz) 作 平行 输 运 , 则 自 (9. 3. 1) 式 平行 输 运 定义 ,得 
4 < dz 


d y a CR 
As(z) -8s Bs (9. 3. 8) 
把 (9. 3. 8) 式 代入 (9. 3.7) 式 ,就 得 
d _ dz/9 a Ma 9 
dr dr 人 21 8% | 
一 7 9 — A" I — x 
| A (9. 3. 9) 


其 中 
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二 A) 9 
Ee (9. 3. 10) 
(9. 3. 9) 式 中 的 D, 就 是 主 从 上 的 协 变 微分 ,定义 为 : 
= AoL, (9. 3. 11) 


回顾 》9. 1 ,一 般 向 量 丛 的 切 空 间 T(E) 可 分 解 为 两 个 部 分 :TT 
(EF) 二 VC(E) 名 HC(E)( 见 (9.1.11) 式 ) ,其 中 V(E) 是 垂直 部 分 ,H(E) 
是 水 平 部 分 。 与 T(E) 相 类 似 , 主 从 上 的 切 空间 TC(P) 也 可 分 解 为 两 
个 部 分 : 
T(P)=V(P)+H(P) (9. 3. 12) 


其 中 ,V 为 基 矢 - 和- , 称 为 切 空 s 间 T(P) 的 垂直 部 分 VCP); 互 为 基 矢 


D,= 天 = 一 一 人: (z) 工 。, 称 为 切 空间 T(CP) 的 水 平 部 分 五 C(P)。 互 (P) 


中 的 基 和 天 D, 可 看 作 是 流 形 M 上 的 向 量 
升 ,D, 中 的 42:(z) 则 是 主人 处 已 上 的 联络 。 


根据 (9. 3. 4) 式 和 (9. 3. 10) 式 ,L, 一 i 具有 右 不 变 


性 质 , 所 以 (9.3.11) 式 中 的 D, 也 具有 右 不 变性 质 。 从 而 得 知 
(9. 3. 12) 式 中 TOCP)=V(CP) 十 五 (P) 的 分 解 也 具有 右 不 变性 质 。 
这 里 ,我们 再 次 强调 群 的 右 不 变性 质 , 是 因为 切 空间 T(P) 的 水 
平 部 分 互 C(P) 是 G 群 变换 下 不 变 的 (因为 D, 中 的 L 是 G 群 变 换 右 
不 变 的 , 见 (9. 3.10) 式 和 (9. 3.4) 式 )。 从 而 知道 , 瓦 (P) 和 了 (P) 的 
区 分 是 唯一 的 ,是 G 群 变换 下 不 变 的 。 
再 看 一 看 联络 As ee 态 之 间 的 关系 :在 


(9. 3. 11) 式 中 的 DD, = a (z) 工 中 ,LL, 不 含 x*( 见 (9. 3. 10) 


式 ) ,所 以 
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[D, ,DJ = (A?) Lt (A) )L 
+[ 仿 ( 革 ) sr3g-' 信 ( 著 ) ,sngz] 
(9. 3. 13) 
gx 是 g 和 矩阵 的 7 行 & 列 和 矩阵 元 , 取 偏 微分 时 : 
3 ,一 08 (9. 3. 14) 


于 是 (9. 3. 13) 式 第 三 项 [ -等 于 : 


(等 ) sr4( 咎 ) (5 )55 一 公 ( 熙 )eoa2( 咎 )。 


9 9 
. (5 
44 ( 莽 ) (并 ) ,8m0787 5 一 AA2( 务 ) ( 答 ) ea824 5 
0 
| 
A5A| 苗 ,外 ] sae; 
=AAtf oe (Fi) snag 
一 A*A’fwL,( 利 用 (9. 3. 10) 式 ) (9. 3. 15) 
代入 (9. 3. 13) 式 ,得 
本 
=—F,L, C0.35165 
其 中 
sR 9 a 9 a b C 
Fo = A — A + fo A?A: (9. 3. 17) 
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随 之 而 来 的 又 有 雅 可 比 恒等式 
[D, ,LD, ,Dj]+LD, ,LD ,D,]j+[LD,,LD,,D,]]=0 
(9. 3. 18) 

在 底 流 形 M 为 4 维 时 ,u,v 二 1,2,3,4,(9. 3.18) 式 可 写成 

exavL D, ,LD,,D; 1j=0 (9. 3. 19) 
把 (9. 3. 16) 式 代 人 

I (9. 3. 20) 
又 因 L, (a 二 1,2,…,k) 互 相 独 立 , 所 以 自 (9. 3. 20) 式 又 得 

Eol ab 0 (9. 3. 21) 


定义 9.3.1 * Fs, 一方 


J 关 FE Fi, 的 对 偶 张 量 。 
由 此 定义 , 则 又 有 
[D,, x Fj]=0 (9. 3. 22) 
(9. 3. 21) 式 和 (9. 3. 22) 式 是 曲率 张 量 必须 满足 的 Bianchi 等 式 ,也 
是 主 从 上 的 联络 必须 满足 的 等 式 。 


3. 主 从 联络 与 余 切 空间 
把 底 流 形 M 上 的 余 切 空间 记 作 TCM) , 则 T* CM) 所 有 的 1- 
形式 都 可 写成 人 三 A.(z)dze。 
令 主 从 的 G 生成 元 为 4, (4。 是 常数 和 矩阵), 则 又 可 把 A 取 作 
A=A,(z) dr —As(z) de (9. 3. 23) 
(9. 3. 23) 式 中 并 不 包含 主 从 纤维 F(RG) 的 变量 g; ;所 以 (9. 3. 23) 
式 中 的 A 仍 是 属于 荆 * (MM) 的 联络 1- 形 式 。 


如 果 要 把 T* (M) 中 的 联络 1- 形 式 扩充 为 T"(P) 中 的 联络 1- 
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形式 , 则 需要 把 (9. 3. 23) 式 扩充 为 既 含 有 dx* 的 1- 形式 ,又 含有 dgs 
的 1- 形式。 
为 此 ,我 们 可 以 选用 (2. 6.6) 式 的 右 不 变 的 1- 形式 g dg, 从 而 
把 属于 TCM) 的 (9. 3.23) 式 推广 为 属于 T*(P) 的 如 下 的 1- 形式: 
w=g Ag 十 g dg 


=A’(zx)(g 218)dr* Te 'd (9. 3. 24) 


g) dx* 与 (9. 3.23) 式 对 应 ,而 多 出 来 的 


g 'dg 项 则 是 左 不 变 的 Maurer-Cartan 形式 , 它 与 T* (M) 线 性 无 
关 , 从 而 是 w i T* (MD)“ 正 交 ” 的 部 分 。 


利用 (dz“ ,5 到 ?一 &%%, 又 可 证 明 余 切 空间 有 如 下 一 些 性 质 : 


(1) 利 用 3 3.1 中 的 规则 :(dz” ,25)- 二 2 ,可 以 证 明 


《w,D,)- =0 (9. 3. 25) 
证 明 根据 (9. 3. 24) 和 (9. 3. 11) 式 ， 


| 


(ND 


pe 9 
pe dgw ,5 0 2 ~ 


Ss i 


= gm A (zx) 


gn gm A ~ igdrd 
一 0 
(2) 取 (9. 3. 10) 式 的 工 ,可 以 证 明 


ok (0 (9. 3. 26) 


证 明 也 是 根据 (9. 3. 24) 式 和 (9. 3. 10) 式 ， 


人 ) 和 


dzx'gn; 


。 185 。 


生效 学 多 理 中 朋 科 分 几何 与 析 补 尝 


Tp dps 人 
gm ( 务 ) gu650? 


== (和) =( 和 2) 
A 


对 照 (9. 3.12) 式 立刻 看 到 :wi 与 切 空 间 工 (CP) 的 水 平 部 分 
瓦 (了 ) 的 基 矢 D, 对 易 后 得 零 ;rw 与 切 空 间 T(P) 的 垂直 部 分 VC(P) 


的 基 矢 元 -对 易 后 得 到 常数 矩阵 { 耸 ) 。 
By HA 
4. 主 从 联络 与 规范 变换 


考察 两 个 邻 域 U 和 [的 重 释 区 Un , 设 U 和 U 的 局 域 纤维 
坐标 g 和 g 之 间 有 如 下 变换 @: 
g 一 Cg， 8 一 SG ($= Bu ) (9. 3. 27) 
若 要 求 联络 1- 形 式 w 在 重 委 区 Un 的 两 种 坐标 系 中 的 定义 
自治 , 则 必须 要 求 (9. 3. 23) 式 的 A 在 重 倒 区 有 如 下 变换 . 
A 一 GAG-: 十 GdG-: (9. 3. 28) 
证 明 w=g 'Agg dg 
=g 1GA4G6 5 十 g Bd(B !'g’) 
一 g 1GA4G-Ig 十 g (GdG6-)g te dg 
=g 1(GA4AG 十 GdG ')g 十 gdg/ 
一 g Ag 十 gdg 
对 比 巴 与 记 , 若 在 重要 区 UMU 中 忆 王 记 , 则 (9. 3. 28) 式 必定 
成 立 。 


定义 9.3.2 如 果 在 重叠 区 UNU 中 , 主 丛 的 底 流 形 M 上 的 1- 
形式 及 一 AZ(z) 生 dz 有 式 (9. 3. 28) 形 式 的 变换 , 则 4A2(Cz) 就 称 为 规 
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范 场 。 
5. 主 从 联络 与 曲率 2- 形 式 


依照 (3. 3. 6) 式 和 (3. 3. 2) 式 的 定义 , 流 形 上 的 曲率 2- 形 式 是 
人 2 = drws T+ ws A ws 
其 中 ww 二 YT 为 联络 1- 形 式 。 
现在 取 (9. 3. 24) 式 中 的 主 从 联络 1- 形 式 : 
w=g Agtg dg 
可 类 似 于 (3. 3. 6) 式 写 出 主 从 的 曲率 如 下 (注意 A 是 1- 形式 ): 
(2 一 dz 十 万 和 也 
=d(g Ag 十 g :dg) 十 (Cg 1 Ag 十 g dpg) 
A(g Ag 十 gidpg) 
=—g dgg 人 Ag 十 gd4Ag 一 gg IAAdg 
一 g (dg)g 人 dg 十 g AgAg Ag 十 gp dg 
Ng dgtg AgN\g dgtg dgN\g Ag 
第 1 项 与 第 8 项 抵消 ,第 3 项 与 第 7 项 抵消 ,第 4 项 与 第 6 项 抵 
消 , 得 
0 一 g 1(d4A 十 AAA)g 一 gr 'Fpg (9. 3. 29) 
其 中 FF=(dA 十 AA A) 是 底 流 形 M 上 的 曲率 2- 形 式 。 
利用 (9. 3. 23) 式 ,又 可 把 下 写成 如 下 的 2- 形式 : 


F 一 d(42(Cz) 答 dz) 十 (42(z) 估 dze)A (Ar Cz) dr) 


_ 9A’(zx)A, 2 训 b 人 。 As 六 

Es a | or 
人 A 人 dz 

二 OO 

| 9x EE 万 A 人 dz 
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pe >A Cz)AsCz)| 备 | dds 
1 /3A (x) 3As(z) ， 
i 
A dx (9. 3. 30) 
在 这 个 曲率 2- 形 式 中 ,只 有 dzx* (等 价 于 水 平分 量 ), 没 有 dg, (等 价 


于 垂直 分 量 ) 。 
从 FF=(dA 十 AAA) 出 发 ,还 可 以 得 

dF=dAAA—AAdA 

AAF=AAdA+AAAAA 

FAA=dAAA+AAAAA 
所 以 dF+AAF—FAA=0 (9. 3. 31) 
此 处 下 是 曲率 2- 形 式 , A 是 联络 1- 形 式 , 所 以 (9.3.31) 式 与 
(3. 3. 13) 式 的 曲率 可 积 条 件 一 致 。 


3 9.4 伴 向 量 从 上 的 联络 


取 物 质 场 y(x), 它 相当 于 时 空 流 形 M 上 的 伴 向 量 从 ECM,F， 
G, 芽 ,P) 上 面 的 一 个 截面 ( 见 3 8. 3) 。 

物质 场 %z) 是 时 空 坐 标 z 的 函数 ,但 它 与 CG 群 的 关系 是 整体 
的 。(8. 3. 14) 式 已 经 表明 ,E== (PXF)/G 中 不 同 的 点 是 按 等 价 类 
区 分 的 ,并 不 取决 于 G 中 的 某 个 群 元 。 

物质 场 y(zx) 取 值 于 G 和 群 表示 的 癌 量 空间 下 中 的 向 量 , 奇 下 是 
维 空间 ,wz)? 就 有 个 分 量 。 

主 从 了 与 伴 向 量 从 E 的 底 流 形 都 是 M,M 上 的 曲线 zx(r) 在 主 
从 上 的 水 平 提升 为 c(Cr) : 

c(Cr) 一 (z(r),g(r)) gEG ( 见 (9.1.6) 式 ) 

M 上 的 曲线 z(zr) 在 伴 丛 五 的 直 积 流 形 PxF 上 的 水 平 提升 为 z (7): 
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z(r) 一 (ZCr)，s(Cr) WT) gEGJEF (9. 4. 1) 
对 照 (8. 3. 13) 式 ,并 把 g(z) 在 下 中 的 表示 和 矩阵 写成 g (7): 
G: PxF—>PXxXF 
g (DD):(g(r) yr) >(g(r ge (tr) ,g(r yr)) 
=(I,g(r)y(r)) 
于 是 (9. 4.1) 的 z(t) 可 以 用 等 价 类 来 代表 (I 是 G 中 的 恒 等 元 ): 
CW (9. 4. 2) 


由 (9. 4. 2) 式 得 知 ,z(Cr) 在 伴 从 ECQC(PXF)/G 上 的 水 平 提升 只 
需 用 zx(r) 和 g(r)y(7z) 来 表示 就 是 够 了 。 所 以 ,(9.4.1) 式 可 简化 为 


z(t)= (x(t) ,g(r Yr)) (9. 4. 3) 
为 了 照顾 到 (PXF)/G 的 群 表示 乍 阵 中 不 出 现 C 的 群 元 g (7)， 
仍然 保留 r, 可 定义 
J XT))=g(r Yr) (9. 4. 4) 
(9. 4. 3) 式 就 可 写成 与 g(r) 无 关 的 形式 如 下 
z(r) 一 (ZCr)，WCZCr) ) (9. 4. 5) 


这 个 z(t) 就 是 z(7) 在 伴 从 E= (PXF)/G 上 的 水 平 提升 。 
为 了 确定 y 与 + 的 关系 ,我 们 考察 y 随 t 的 变化 。 令 t= 二 0 时 ， 
VCr)|:-o 王 VCZzCr))1 =-。 则 代 人 (9. 4. 4) 式 得 


g(0)=1, g 1'(0)=1 (9. 4. 6) 
利用 (9. et (rz) 随 的 变化 : 
Dy (7)|,_,= FB Dp) | 
=g71(D) 守 pr) | 
d—-i 
i (TY XT ) | -。 (9. 4.7) 
根据 
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LEVE 1D) =0 
至 


站 D+HED (fg- '(D)=0 


一 ww 
dd 


人 :onD( 了 (Dj5 = (9. 4. 8) 
再 利用 (9. 3.1) 式 把 ga 写成 ,把 A 宪 于 写成 轧 , 则 (9.3.1) 式 
写成 

dD) tA DFED-0 (z=z(n)) 


代入 (9. 4. 8) 式 得 

d 一- 二 二 

(0 = | A, 全 Eg (0) )5 “1(r) 

(Zz 一 ZCTr) ) 
一 DCz)c (9. 4. 9) 
T 

所 以 ,代入 (9. 4.7) 式 有 

Dy (7)|,_,= gD 和 ( Fb xr)) 


A,(z) yr(r))) | 
由 于 (9. 4. 6) 式 0 


Dnt 学 ( 却 )ycz) 
we px) C9. 4. 10) 
其 中 < 一 z(r)| -于 是 
D,—3 Az) (z=zr(r=0)) (9.4. 11) 
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D, 就 是 作用 在 伴 向 量 从 EE 的 截面 %Cz) 上 的 协 变 微分 算 子 。 
按照 前 面 所 说 ,A, 就 是 A; 和 + ,把 


J a a Aay 
(Gi 21 ) (9., 4. 12) 
与 物理 的 规范 场 中 的 协 变 微分 算 子 
(ae igAs Ts) (9. 4. 13) 


对 比 , 显 然 1 与 T3 对 应 ,(9. 4. 12) 式 的 形式 与 (9.4. 13) 式 完全 相 
同 。 所 以 , 伴 向 量 从 上 的 联络 就 是 A,(z) 一 A2 Cz) 名， 
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3 10.1 不 变 多 项 式 与 示 性 类 


定义 10.1.1 设 a 为 一 个 kXk 复 矩阵 ,Pla) 是 a 的 矩阵 元 组 
成 的 多 项 式 。 攻 对 于 任何 一 个 gE€EGL(k,c)(GL(k,c) 代 表 一 个 上 行 
& 列 非 奇异 (有 逆 和 矩阵 ) 复 的 一 般 线 性 群 ), 都 存在 如 下 不 变性 : 

P(a) 一 PCg iag) (10. 1. 1) 
则 称 P(a) 为 不 变 多 项 式 或 示 性 多 项 式 。 


设 PCa az，…ar) 是 一 个 > 次 的 齐 次 不 变 多 项 式 , 利 用 不 变 多 
项 式 Pa ,as，,… ,a,) 在 微小 变换 g 竺 1 十 wg 和 &-S 宅 1 一 IE 下 的 不 
变性 ,在 7 一 次 微小 近似 下 应 该 有 

> Ploy,gai—ag’ wor) 一 0 (10. 1. 2) 


1 委 : 委 - 


可 在 (10.1.2) 式 中 取 g 为 李 群 的 某 一 个 生成 元 g 二 ;又 在 
(10. 1. 2) 式 的 左 方 乘 上 Asdx* ,并 把 它 右 移 到 g = 二 4。 的 位 置 。 设 千 
一 个 w 是 一 个 d, 次 的 微分 形式 , 则 得 : 

0= >，42dzeP(a ga 一 aig yar) 


l<i<r 


= >3 (—1)dtdttad,I 
1< 


r 


委 : 魏 
“了 (aoi-1y AAAsdzAaAarlyar) 
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三。 > (—1)dtdttd 1td, 
1 委 : 委 - 
和 Pla 9 ”Qi 一 1 9Qi MAX dz’ 人 aitl »""° ,Qa;,) (10. js 3) 
把 1- 形式 As4。dx* 简写 成 9, 代 入 (10. 1.3) 式 ,又 得 
0 一 >3 人 Pla 9""" 9Q—1 人 0OA 人 wu， Aaiti "°°" yaQr ) 
lr 
3 BB (—1)4tadt+td 1td, 


1 委 ; 委 


。 了 (al sya; lyali 人 0OAauiiy， 
由 此 得 知 ,车 0 为 1- 形 式 ,P(a)= 二 P(g !iag) 为 不 变 多 项 式 , 则 
(10. 1. 4) 式 等 于 零 总 是 成 立 的 。 
下 面 , 我 们 再 对 PC(a) = 二 PCa ,as，… ,a;) 作 微分 ,得 


dP (a ，*"**,Q;,) 一 >》) 0 dai or) 
1 委 ; 委 > 
(10. 1. 5) 


(10. 1. 4) 


ay ) 


利用 (10. 1. 4) 式 ,把 其 中 的 9 取 作 联络 1- 形式 w: 
(Aa)’ 
ej dr 


由 一 人 921 


= > CE ea »""" 9Qi—1 sw A ais Qit] »"" ,a;) 


l&<i<r 
>》 (—1)atdt™ Td P(g ye ,a 10 Awayar) 
1Zi<r 
(10. 1.6) 


再 与 (10. 1. 5) 式 相 加 ,就 得 : 
dP(ai 9"°" ;Q;,) 一 >» Se {Pla 9°°° ,; da, sQt+1 9 ,ay ) 
1 委 : 委 r 
十 P(e CR wh a Qit+19""" ar ) 
—Play ,a 人 wai+l，…ar))} 
> ， (= La Pla De , Da， "°° or ) 
l<i<r 
(10. 1.7) 
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把 (10. 1.7) 式 中 的 a, 全 都 取 作 曲率 2- 形 式 a, 二 02, 则 (10. 1.7) 
式 给 出 
PPO 全 2 C1 


1 委 : 委 > 


P(GQ,…d02 十 AD 一 CQAow，，…22) 


(10. 1. 8) 
再 根据 Bianchi 恒等式 ( 见 (3. 3.13) 式 和 (9. 3. 31) 式 ) 
d02 十 woAC2 一 2Aow=0 (10. 1. 9) 
得 知 PC(Q,…,0) 必 定 是 一 个 闭 形式 
dP(Q,.…,0)=0 (10. 1. 10) 


这 是 PCQ,…,0) 的 第 一 个 特殊 性 质 。 
又 设 w 和 ww“ 是 从 上 的 两 组 不 同 的 联络 ,相应 的 曲率 为 2 和 0 ， 
现在 取 w 和 w 之 间 的 一 个 内 插 的 w,(w,w 都 是 1- 形 式 ): 
w=wtiy =o 一 0 委 去 1 (10. 1. 11) 
并 且 定 义 协 变 外 微分 算 子 D 如 下 。 


定义 10.1.2 设 V 是 一 个 p 次 微分 形式 ,a,b 分别 是 上 指标 和 
下 指标 , 则 协 变 外 微分 算 子 DD 对 Vi 的 作用 是 : 
DVz 一 dVz 十 人 人 V 一 (一 1)2Ve Aow; (10. 1. 12)， 


例如 , 取 V 三 03 ,曲率 2- 形 式 2; 的 次 数 为 p 二 2, 则 
DO; 一 d0; 十 of 人 0 一 (一 1)202 人 
一 d0; 十 wo 人 0 一 0 A w= (10. 1. 12)， 
与 (3. 3. 13) 式 和 (9. 3. 31) 式 的 Bianchi 恒等式 一 致 ? 


@ wAw 是 ww 的 简写 ,7A7 是 思 和 天 的 简写 ,简写 的 wuAw 和 7A7 都 不 等 于 
零 , 可 对 照 (3. 1. 8) 式 的 2 的 定义 。 
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现在 采用 内 插 的 w, ,可 以 定义 内 插 的 曲率 0,: 


(2, 一 do 十 wy Mw, 
= (dw 二 id 二 (wty) A (wo 十 切 ) 
一 do 十 wAow 十 上 dy 十 7 人 Aw 十 w 入 也 
ff yA yy (10. 1. 13) 
其 中 
2=0 -oo 一 do 十 wAw (10. 1.14) 
又 根据 (10. 1. 11) 式 ,对 应 于 了 7 的 次 数 为 之 三 ], 所 以 
Dy 一 dy 十 wA7 十 7 人 Au (10. 1. 15) 
于 是 (10. 1. 13) 式 又 写成 
0. 一 0 十 上 D7 十 志 7 人 7 (10. 1. 16) 
7 是 1- 形 式 ,2 和 Dy 都 是 2- 形式, 所 以 
FP (0) =P DQ 0) HP De + 


i ,D,) 二 2t:LP(nA 7 02 0,) 
2 ee 


PC ,7 人 1 ,(2,) 十 … 
十 PCO，…， 0, nA (10. 1. 17) 
Re 


又 自 (10. 1.6) 式 ,由 于 DO=0, 故 
DQ,=iD’ 7 十 上 (CD7A7 一 7 人 AD7) (10. 1. 18) 
再 从 (10. 1. 15) 式 得 
D 7 王 D(Cd7 十 wA7 十 7A 人 w) 
二 dd7 十 DwA 7 一 wAD7 十 D7Aw 一 7A Do 
一 dwA7y 一 Ady7 十 dy7Aw 一 7A dw 
利用 (10. 1.14) 式 给 出 的 dw 二 0Q 一 ww, 得 
D’y=(Q—wAw) An woA drtdyAow 
—7A QTwAw) 
。 195 。 


8 下 学 物理 中 的 负 分 几何 与 拓扑 举 


一 (2 一 wAow) A nN (Nw A w) 
这 里 利用 了 ao 人 BB, 二 (一 1)%B, Ax， 所 以 
D 7 一 2A7 一 7AO (10. 1. 19) 
把 (10. 1. 19) 式 和 (10. 1. 16) 式 代入 (10. 1. 18) 式 , 则 有 
DQ, = 上 OA7 一 ?ADO) 十 上 (CD7A7 一 7 人 D7) 
一 上 (0 十 1D7T) Ay— yA QD ) 
二 上 人 人 7 一 7 人 人 2 ) (10. 1. 20) 
再 仿照 (10. 1.7) 式 , 令 o = 一 71- 形式 ),o 一 ao 一 …… 一 or 二 有 (2- 
形式 ), 则 有 
dP pf Qe) =P(Dy, Ql = Pln, DA,,*… ,0,)— 


0 DO) (10. 1. 21) 
又 利用 (10. 1. 4) 式 ,并 取 ee 二 0,, 则 给 出 
0 PA yA QQ, 9 Pl7ArAn “(2,) 


a i 人 了 


一 PC7 AD …A7AD)) 

ONa, 

一 (一 )PCIA7AOD: 十 …0,) 
al 人 0 a2 ar 


上 PC AQ AIA…QDT- 


十 a “yp 
Pt 7 MQ AQ, Ay) 
ca2 a, M9 
二 2P(n A WA 
PA CO A nA QAO 0) 
PlyA QQ MQ Ay— nA 0,)) (10. 1. 22) 
把 (10. 1. 20) 式 代 人 (10. 1. 22) 式 得 


DA, 


pt, WL ,02.0 ) 十 …… 
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十 PGAD 0 全 一 0 (10. 1. 23) 


对 比 (10. 1. 21) 式 与 (10. 1. 23) 式 ,得 
dP(y, Qe 0 =P(Dy, 2 QQ T2P nN yO (2.) 


a 7 
(10. 1. 24) 
相仿 地 有 
dP(Q, AyA QQ ) = P(N, ADy,Q,*%0,) 
+2tPCQ, AyA v0) (10.1.24), 


dP(Q,.*%0, AWD =P(Q, AD …0, 人 D7) 
0 人 


十 24P(GQ AQ QQ AnAy (10.1.24), 
定义 10. 1. 3 q(7n,02)= Ply,0, 0 十 … 
十 PCO， 9 , (2, ,7) (10. 1. 25) 


于 是 , 取 (10. 1. 24) 十 (10. 1. 24)。 十 … 十 (10. 1. 24), ,就 得 


dg(7y,0,)=q(Dy,0.) + 2ta( nN 7,02,) (10. 1. 26) 
再 取 (10. 1. 16) 式 对 上 微分 ,得 
0, 一 DY 十 227A3 0) 
代入 全 PCQ,…Q.) , 则 有 
i = 


EP (Qe:0) = PDIN QQ + + PQ A DD) 
r Te i 
十 2tP(n 信 yAV OA es 
r—1 
+2iP(Q,…0, A nA (10. 1. 28) 
~ 一- 


r—1l 
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将 (10. 1. 28) 式 与 (10. 1. 25) 式 右 方 对 比 ,二 §P QQ) 0 


FP (QA: AQ) =a D0) +2t9( Nn,0.) (10. 1. 29) 
上 ~ 一 一 


再 根据 (10. 1. 26) 式 ,就 得 
d 
A (0, 人 ee。 MQ,)=q(Dy,0,) 2t9(n A 7 人 2 ) 


因此 , 令 Q -=0 2- =Q, 则 自 (10. 1. 30) 式 ,并 采用 (10. 1. 10) 式 
的 7, 有 


1 
PQ ,0 ,… 0) 一 P(CQO,O，… ,0)=d| ql(w —w,(2,) dt 
Ne We 0 


r 个 r 个 


(10. 1. 31) 
这 样 就 证 明了 用 不 同 的 联络 写 出 的 示 性 多 项 式 只 相差 一 个 恰当 形式 : 
d| gq(w —w,0t) dt (10. 1. 32) 


这 是 PC(Q0,0,…,0) 的 第 二 个 特殊 性 质 。 
利用 (10. 1. 10),(10. 1. 32) 式 又 得 到 以 下 两 个 重要 结论 : 
(1) 自 (10.1.10) 式 ,dP(Q,Q,… ,0) 二 0, 所 以 PC(Q,Q,…, 人 2) 是 
一 个 财 形 式 。 
(2) 自 (10. 1. 32) 式 ,利用 Stokes 定理 ， 并 设 M 是 紧 致 无 边 的 流 
形 ,9M 一 0, 则 有 


1 
| Po ,ov00 ~ PN, 0 0)) 和 | gC ss Dd 
M aM 9， 
一 0 (10. 1. 33)) 


所 以 jeoo… i Ve J (pio,0, ,2)) (10.1.33), 


这 表明 紧 致 无 边 底 流 形 M 上 的 示 性 多 项 式 的 积分 一 一 示 性 数 不 因 
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联络 w 换 成 别 的 w' 而 改变 ,所 以 (10. 1. 33)s 式 是 拓扑 不 变 的 积 


3 10.2 “ 复 向 量 从 上 的 陈 示 性 类 


设 底 流 形 M 上 有 一 个 维 复 向 量 从 EE, 它 的 结构 群 是 一 般 上 维 
复线 性 群 GL(k,C), 引 和 人 联络 ,就 可 写 出 上 一 节 具 备 (10.1.1) 式 性 
质 的 不 变 多 项 式 如 下 2， 


C(E)=Det(I+-i0) 
2 


一 Cu 十 CCE) 十 C; (ED) 十 … (10. 2. 1) 
其 中 C(E) 称 为 总 陈 类 ,Co ;C1 (E),C, (FE) ，,… 分 别 是 
C2 
二 
2x 
(10. 2. 2) 
CE) 一 az(CTrCOAD) 一 TrOATrD) 
一 般 ， 
二 
C,(E)= (二 S,(0) (10. 2. 3) 
Sy imiyen 12 Se 下 
SC0) 一 再 之 OQ AO2 入 … 人 人 (10. 2. 4) 
例如 


k=1,S1(0)= > 0 一 Tr0 
(2) 


@ 注意 到 Detg (1+ -0)g !—Detg Det(T 十 元 9) 8 Detg-! 一 Det(1 十 0), 所 


以 (10. 2. 1) 式 是 一 个 不 变 多 项 式 。 
A 
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k=—2,S;(0)— 00 Qs 一 02 OQ A OQ ) 
一 CO AQ2 — Qa A ) 
一 一 到 (TrGOAO) 一 TrOATrO) (10.2.5) 


这 里 ,SC2) 的 上 是 有 限 的 整数 ,因为 曲率 2 是 一 个 2- 形式, 大 M 的 
维 数 是 z, 则 只 有 在 2& 委 2” 时 才能 有 SC2) ,所 以 
C0 当 2j>n=dimM (10. 2. 6) 
从 (10. 2. 1) 式 和 (10. 2.2) 式 可 知 , 任 何不 变 多 项 式 Pl(a) 都 是 由 
陈 形式 Co ,Ci1《E) ,Cs (EEF),… 组 成 的 多 项 式 ( 由 于 (10. 2. 6),Pla) 中 
只 有 有 限 个 项 ) ,所 以 Co ,Ci(E),Ci (E),… 的 集合 是 一 个 示 性 类 的 
环 I(G) (包括 CCE) 和 CCE) 的 相 加 和 相 乘 ) 。 


陈 特征 标 ” 陈 特征 标 是 群 GL(k,C) 的 不 变 多 项 式 的 又 一 类 例 
子 , 它 的 定义 是 : 


Ch(E)= Tr(exp 元 0) 


= 1 二 元 Tro+ THON DT 


1° 
21 (2x)’ 
=1 十 C1(E) 二 齐 (C， AC,—2C,) (CE) (10.2.7) 


同一 底 流 形 M 上 的 两 个 向 量 从 的 直 和 与 直 乘 的 陈 特征 标 有 以 下 
性 质 : 
Ch(EWDF)=Ch(E)++Ch(F) 
Ch(EQF)=Ch(E) » Ch(F) 
证 阴 


(10. 2. 8) 


(1) Qe@r = 
EOF 0, 


(2E 
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a (2FE 人 Or 0 
(Ee@r NM (egr = pp 
所 以 TrQs@r= Trfs 二 Trfs, (10. 2. 9)， 
Tr(f2E@F MN fe@r = Tre Ar 十 TrOr 人 OF (10. 2. 9)， 


仿照 (10. 2. 7) 式 得 


Ch(EDF)= Tr(exp 2 (058F) 
= (kethkr) + Tre + TrOs) 


二 (Trf2e A 人 OF 十 工 rr 人 Or) 


化 
21 (2x)° 
ee 
=Ch(E)+Ch(F) 
所 以 (10. 2. 8) 第 一 式 成 立 。 


Or 0 I: 0 
l® | | (10. 2. 10) 
0 0 QF 


(2) Orar 一 


Ch(EF) = Tr(exp 2-{s@r) 
=Tr(exp 2-L (QT) + (Tr ONr))) 
a 二 (QeO1E)) * Tr(exp 元 CQOr)) 


二 Tr(exp 2 (fe)) 。 Tr(exp 去 COr)) 


一 Ch(E)。ChCF) 
所 以 (10. 2.8) 第 二 式 成 立 。 


复 向 量 从 的 分 裂 如 果 复 向 量 从 上 可 分 裂 为 复线 从 的 直 和 和 ， 
则 有 : 
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£ 
E-® > L,, CL,)=1+2;, CD 


注意 ”对 于 每 一 个 复线 从 工 ; , 维 数 上 = 二 1,0; 只 有 一 行 一 列 : 
C; (站 ) 一 Cs (LiD) 一 … 一 0 
回顾 (10. 2. 1) 式 ,并 把 它 推广 ; 


CCE 四 本 一 Det(T 十 for) 


让 2 0 
Tn 
= Det | 
0 Fs 
2x 


—Det(Is+ Qs) NOE 
n 27x 


=C(E) ACCF) Cl: 2 1 1 
相仿 地 得 
到 
C(E)=C(®D > LL,) 
一 1 


7 


=C(L1)ACCL) A ACCL) 

二 (1 十 ZT1) A (ll 二 zz) A… A (lr) (C10 2;12) 
并 不 是 所 有 的 复 向 量 从 EE 都 可 以 分 裂 为 复线 从 的 直 和 ,但 在 这 种 情 
况 下 ,可 以 利用 分 裂 原理 。 


分 裂 原 理 在 分 析 和 证 明示 性 类 的 某 些 恒 等 关 系 时 ,可 直接 把 
秩 (rank) 等 于 的 复 向 量 从 表示 成 为 线 从 Li,L，…,L 的 直 和 9。 


DD F Hirzebruch. Topological Methods in Algebraic Geometry. [s. n|,1966. 
R Bott and L W Tu. Differential Forms in Algebraic Topology. [s. n|,1982. 
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例如 , 设 & 维 复 向 量 丛 下 可 分 解 为 复线 从 Li,L,,…,L,: 
E=L,ODL:O:…ODL, (10. 2. 13) 
则 根据 (10. 2. 11) 式 ,总 陈 类 是 
CCE)=C(L1) ACCL,) A A CL,) 


前 已 给 出 复线 从 
C(L) 一 1 十 T， 二 GD C2(L;)=C;(L;)=0 
k k 
所 以 CCGE) TT GQ+CC)) = [|i+z,) 
7 一 1 Jj 一 1 
CCE) (10. 2. 14) 
k 
Ci(E)= > x, 
j=1 
上 
C, (EF)= >) ri A zj 
i<y 
CE)=zxi Ar A A (10. 2. 15) 


3 10.3 实 向 量 从 上 的 庞 特 里 亚 金 示 性 类 


实 & 维 向 量 丛 的 转移 矩阵 及 其 伴 主 丛 ( 即 标 架 丛 ) 的 纤维 属于 一 
般 & 维 实 线性 群 CL (k,R)。 若 实 矢量 从 的 纤维 空间 建立 了 和 歼 曼 度 
规 , 则 转移 矩阵 可 约 化 到 OC(&) 群 ,其 伴 主 从 就 是 一 个 OC(k) 主 从 ( 正 
交 标 架 从 )。 

根据 前 面 (10. 1. 31) 式 ,结构 群 分 别 为 OC(%) 群 和 GL(k,R) 群 的 
两 个 实 向 量 从 的 示 性 多 项 式 必定 只 相差 一 个 恰当 形式 。 所 以 GL 
(k, 民 ) 从 和 OC&) 从 的 示 性 多 项 式 在 紧 致 无 边 底 流 形 M 上 的 积分 相 
同 ( 见 式 (10. 1. 33)), 是 拓扑 不 变 的 积分 。 

现在 来 看 OCR) 从 的 庞 特 里 亚 金 示 性 类 。 在 实 向 量 从 上 取 黎 曼 
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度 规 , 则 由 于 (4. 2. 15) 式 ,有 
0 一 一 0 一 gx0 一 作 一 一 5505 一 一 人 

所 以 Tro=0: 一 一 0 一 一 01gv 8 一 一 010 一 一 亿 一 0 
所 以 TrO 王 一 TrO=0 (10. 3. 1 ) 
又 由 于 (2 二 一 02: ,并 注意 到 0 是 2- 形式 ,0 与 0 可 对 易 ， 
所 以 Tr AQAN =0;ANiAN: 

=(—0) A(—0Qi) 人 (一 全 ) 

一 一 0 AOLAO 一 一 人 人 和 人 05 和 人 10: 

一 一 人 和 AO 人 人 一 一 0 人 0 和 0; 

一 一 人 AOLUAO 一 一 Tr2ACADO 
所 以 Tr AQANQ=—TrNANAN=O0 (10. 3. 2) 

依 此 类 推 ,Tr2A…A2 只 有 在 0 为 偶数 个 时 方才 不 等 于 零 。 

把 总 庞 特 里 亚 金 示 性 类 定义 为 如 下 的 不 变 多 项 式 : 


P(E) 一 Det(I 一 区 9) 
nT 


二 I 十 Pi(E) 十 P; (FE) 二 +… (10. 3. 3) 
则 P(E) 有 如 下 性 质 .: 
P(EDF)= P(E) » PC(F) (10. 3. 4) 


证 阴 


Det(Jeer 一 元 Ozer) = Det(CE 一 元 05) DetCF 一 元 Or) 


1 
le 2- O 
| 
O Ts D2F 
Tn 
1 1 
= le 23- » lr 27 


(10. 3. 5) 
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所 以 (10. 3. 4) 式 成 立 。 
根据 (10. 3. 3) 式 ,展开 后 得 


P(E)= "em A (10. 3. 6) 


Mo ax 0 ， 人 … 人 人， (10. 3. 7) 


2247 2 


(2k)! 《2 jo 站 
(10. 3. 7) 式 分 母 上 的 zi i 是 因为 07 a 在 给 定 11 »""" ,2 后 ,7 9 


jz 有 (2k)! 种 等 价 的 排列 组 合 。 如 果 不 除 以 (2k)1, 则 (10. 3.7) 式 
的 左 方 应 该 是 (2k)! P(E)。 这 里 略 去 了 在 实 向 量 从 上 还 可 以 建 
立 的 其 他 不 变 多 项 式 。 


§ 10.4” 实 定向 偶 维 向 量 从 上 的 欧 拉 示 性 类 


根据 实 正 交 群 O(&) 和 SOCK) 的 定义 , 取 基 础 表示 为 kX&k 维 , 则 有 
O(k)= 二 {A|1A 二 kXk 和 矩阵 ,ATA 二 EE}， 
SO(k)={A|AEO(k), detA=1>0)., 

任何 一 个 实 & 维 定向 矢量 从 的 结构 函数 , 常 可 以 约 化 为 属于 

SO(&) 群 ,其 基础 表示 为 kX&k 维 实 反对 称 和 矩阵 ;在 奇 维 实 反 对 称 甜 
阵 的 情况 下 ,给 出 的 行列 式 必 为 零 ,例如 


0 Q12 Q13 
-al 0 dQ23 | Qi2Q230Q13 十 Qls3Q12 CC23 一 0 (10. 4. 1) 
Ql3 TQ23 0 


所 以 ,如 果 采 用 SOC(k) 群 ,并 且 要 求 Det(a; ) 关 0, 则 必须 SOCR) 中 的 
& 等 于 偶数 。 从 而 得 知 , 只 有 上 二 2r 时 , 流 形 上 方才 能 定义 上 述 的 实 
定向 矢量 从 , 即 实 定向 偶 维 向 量 从 。 

小 结 设 (a; ) 为 实 反对 称 和 矩阵 : 


用 入 数学 物理 中 的 微分 几何 与 酸 扑 学 


0 Ql2 QQ13 Qik 
21 0 Q23 do2k 
Det(a; ) 一 | Qa1 人 32 0 i 3k 
Qpl Gp2 CA3 0 
0 -asi a3i Bee ~ Qkl 
Qi2 0 ~ Q32 CA2 
一 | 一 4a13 0Q23 0 Qk3 
Qk Qo2k a ""° 0 
=(—1):Det(a,) 
&R 一 奇 Det(a; ) 一 一 Det(ay )=0 (10. 4. 2) 
0 Q12 Q13 “Qk 
偶 Qi2 0 Q23 0 
k= 二 
CE 97 Det(a, )= | 一 ai az 0 “aap 
dlp dzk da “*" 0 
2 
= (ea i 12... i2r— 1 i2r ) 
= (e(a))’ (10. 4. 3) 
a 


取 a 一人- - ,可 定义 欧 火 拉 示 性 类 如 下 (恰好 是 (10. 4. 3) 式 右 端 的 


平方 根 ) : 
& 一 27r 维 黎 上 曼 流 形 时 ， 
(2 oe ee iliy ist oe i2r 一 1t2r 
A A Qs A A Qari ) 
(10. 4. 4) 
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& 一 2 维 黎 曼 流 形 (r 王 1) 时 ， 
位 ee 12 21 = 12 
2 an e122 十 ea 人 ) 2 > 生机 
& 一 4 维 黎 曼 流 形 (r 一 2) 时 ， 


人 全 二 l ab cd 
(5 27esal* NO (10. 4. 6) 


讨论 1 欧 拉 示 性 类 与 庞 特 里 亚 金 示 性 类 的 比较 (k= 二 27): 
从 (10. 3.3) 式 人 手 , 注 意 到 02, = 一 0 一 202 = 二 一 027 ,所 以 有 
P(E)=Det(I— 10) 
2 


由 


2 2T 2 

a 
2x 2 2 
=|2 0 ] 人 
2r 2 2 


人 2 人 2 人 入 
2 2 2 
二 1 十 Pi(E) 十 P, (下 ) 十 … (10. 4.7) 
根据 (10. 4. 3) 式 


PE 


2x 2x 2 

人 21 人 223 (22* 

Di 
PAB= 0 oe OO .，_ 
2n 2 2 
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加 Qi\V /1/ /1Q\\ 
二 (让 (10. 4. 8) 
(1) 把 (10. 4.8) 式 与 (10. 4.4) 式 对 比 , 可 以 看 到 , 黎 曼 流 形 为 & 
二 2r 维 时 , P(E) 是 一 个 4r 形 式 。 但 流 形 只 有 上 = 二 2r 维 ,所 以 对 于 


任何 整数 ,Pi(E) 一 (e( 妇 )) 一 0。 因 为 必定 出 现 重 复 指标 :dz' 人 


dz 一 一 dz Adz 一 0。 
再 考察 (10.4.4) 式 。 当 黎 曼 流 形 为 =2r 维 时 , 欧 拉 示 性 类 


e{ 过 恰好 是 =27 形式 ,所 以 e{ 量 ) 关 0。 它 是 k=27 维 流 形 上 的 
人 (5 


2r 形式。 

(2) 庞 特 里 亚 金 示 性 类 是 不 变 多 项 式 ,无 论 用 黎 曼 联络 或 者 用 一 
般 线 性 联络 都 是 在 群 的 变换 下 不 变 的 ,二 者 所 得 上 同调 类 相等 。 

欧 拉 类 则 只 在 黎 曼联 络 SO(E) 变 换 下 不 变 , 而 在 一 般 GL(k,R) 
变换 下 并 非 不 变 。 

讨论 2 欧 拉 示 性 类 与 陈 示 性 类 的 比较 。 

从 3 5.1 对 复 流 形 性 质 的 探讨 ,得 知 复 流 形 必定 是 偶 维 和 实 定 
向 的 。 事 实 上 复 向 量 从 具有 与 复 流 形 类 似 的 这 种 性 质 , 所 以 复 向 量 
从 也 是 偶 维和 实 定向 的 。 

自 节 $ 10. 3 又 可 看 到 ,如 果 忽 略 r 维 复 向 量 从 的 复 结构 ,就 可 
以 实 化 为 2r 二 & 维 实 向 量 从 E。 

例 1 wo: CC (z=Zzi 二 Tix;) 

z>Z’ 一 (a 十 ip)z 一 (azl 一 pz ) 十 iCazs 十 Bri ) 
表达 为 实数 , 则 有 


[|x| fe | (10. 4. 9) 
-0 国 ps ; a | [ZT2 


式 中 | 区 为 (ei) 的 实 化 , 记 作 
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CQ 


ctHipo= | | (10. 4. 10) 
例 2 mw:C 一 C (2 一 2 十 izayzz 一 Za 十 1ze) 
Zl ZI 加 oa 十 18， az 十 i | (zi 
“|= | . iB; as 2 | 
{CatiBi)zit (Caip )z: 
ne 


因 | 加 因 十 i>， 


之 2 oo 
vn [Ca tiB) (zitizz) +t (gz tip ) (xs tt ir) 
Bi | 和 区 十 18) (xiizs)T (gid,) (x | 
表达 为 实数 , 则 有 
Xl 工人 al 一 记 az PB {x 
| | 芝 人 
工 3 a as 一 房 a —B | | zs 
Xa 元 bs as hb Q4 ) \ 4 
a Th a Tp 
站 次 为 | ”| 的 实 化 , 记 作 
as Pp a 一 as 二 Tip au 十 加 
pb a Ph a 
a PB a 一 应 
EE | 人 (10.4.12) 
astiBs as 十 ijJR las Pp a 一 有 
bs aa ph a4 


利用 (10. 4. 10) 式 和 (10. 4. 12) 式 的 实 化 办 法 ,也 可 把 复 向 量 从 
经 过 实 化 而 写成 实 向 量 从 Er ,对比 (10. 4. 12) 式 与 (10. 4. 8) 式 ,由 
于 22 一 一 0 反对 称 , 2” 一人 2 一 … 一 0, 所 以 实 化 后 的 Er 的 不 变 多 
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项 式 仍 应 写成 (10. 4. 8) 式 的 形式 : 


PiCER)=|[e( 达 ) (10. 4. 13) 
或 
e( 半 )=[Pi(Ers)T ”=C(E) (10. 4. 14) 


Ci(E) 二 zi 人 … 人 zh 就 是 实 化 向 量 从 Er 的 最 高 陈 示 性 类 , 见 
(10; 2. 15})3K。 
由 此 得 知 , 复 矢量 从 EE 实 化 后 所 得 到 的 实 化 向 量 从 Es 上 的 欧 


拉 类 。 (六 ) 等 于 实 化 向 量 从 Ex 上 的 最 高 陈 示 性 类 CE)。 


$ 10. 5 实 向 量 从 上 的 斯 带 菲 尔 - 惠 特 尼 示人 性 类 


与 前 面 的 三 种 示 性 类 不 同 ,斯 带 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 不 是 用 曲 
率 0Q" 的 多 项 式 来 表达 的 。 设 M 是 底 流 形 ,上 是 M 上 的 n 维 实 天 量 
处 , 则 可 以 定义 总 斯 蒂 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 为 : 
wl) =1+wi (tw (+ Tw (8) (10. 5. 1) 
其 中 
w (EH M,Z) (i=1,2,.…,n) 
w.(é) =0 (i>dimM=n) 
式 (10. 5.2) 中 第 一 式 中 的 Z; 代表 Zs 群 ,事实 上 zx, 群 等 于 
OC(1) 群 :因为 OGA) 群 所 描绘 的 是 一 个 & 维 球面 : 


(10. 5. 2) 


ai 十 di 十 … 十 ci 一 1 (10. 5. 3) 
0O(1) 群 描绘 的 是 一 个 1 维 “ 球 面 ”: 

ai 一 1 一 al 一 十 1 (10. 5. 4) 
由 此 得 知 ,斯 蒂 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 的 结构 群 就 是 

Z; 群 二 O(1) 群 (10. 9545) 


“ZO.s 
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关于 斯 带 菲 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 的 应 用 可 举 两 个 有 趣 的 例子 。 
(证 明 略 ) 
例 1 M 为 定向 流 形 的 充分 必要 条 件 为 
wi(T(M))=0 (10. 5. 6) 
其 中 TCM) 是 M 上 的 切 从 。 
例 2 M 为 自 旋 流 形 ( 流 形 M 上 可 以 存在 旋 量 场 ) 的 充分 必要 
条 件 为 前 两 个 斯 蒂 非 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 为 零 , 即 
rz (T(M))=wi (T(M))=0 (10. 5.7) 


$ 10.6 陈 -Simons 示 性 类 


从 (10.1.8) 式 和 (10. 1.9) 式 出 发 ,得 到 了 (10.1.10) 式 ,证 明了 
不 变 多 项 式 PCQ,… ,2) 必 定 为 闭 形式 。 

若 取 w 和 w 为 两 种 不 相同 的 联络 ,与 之 对 应 的 曲率 为 Q 和 0， 
则 PCO ,…,0Q ) 一 PC(Q,…,0) 可 以 按照 (10.1.31) 式 局 域 地 表达 为 
恰当 形式 , 即 : 


PCO 0) PQ, 2 (10. 6. 1) 
恰当 形式 

又 根据 (10. 1 31) 式 与 (10. fe 1) 式 的 对 比 , 得 知 

Q(Cw ,tw) = | q(w’ — vw,(2,) di (10. 6. 2) 
0 
其 中 gC(y,02,) 的 定义 见 (10. 1. 25) 式 。 

于 是 ,根据 Stokes 公式 得 
| aecw mw= | com) (10. 6. 3) 
AT DAT 


这 个 积分 在 底 流 形 M 紧 致 无 边 (3M= 二 0) 时 等 于 零 ; 而 在 9M 关 0 
时 ,积分 不 一 定 等 于 零 。 此 时 Q(w ,w) 本 身 也 是 示 性 类 ,有 其 独立 
的 意义 , 称 为 陈 -Simons 示 性 类 ,或 简称 为 陈 -Simons。 
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2 是 2- 形 式 ,P(Q,…0,) 是 2 形式 ,所 以 P(Q,…,02) 是 侦 形 式 


i 
的 示 性 类 。 
w 是 1- 形 式 ,g(w 一 220,) 是 (2r 一 1)- 形 式 , 所 以 Q(w， 
r 一 1 个 
zw) 是 奇 形式 的 示 性 类 。 
在 这 里 ,我们 注意 到 (10. 1. 11) 式 中 w, 的 定义 ， 
w=wttn, y=w —w, 0KtSl (10. 6. 4) 
还 注意 到 (10. 1. 13) 式 和 (10. 1. 16) 式 2, 的 定义 : 
Q=dwTw, Nw=0+ttiDytt nAy (10. 6. 5) 
在 w, 和 Q, 的 定义 的 前 提 下 ,可 以 取 
w 二 A(1- 形 式 )， 也 一 0， 7 二 w 一 也 一 人 (10. 6. 6) 
则 有 
w=ty=At (w=0) 人 人 
0, 一 dz 十 zi Aw=tidAtiAAtA (10. 6. 8) 
于 是 可 定义 (2r 一 1)- 形 式 的 陈 -Simons 为 (采用 (10. 6. 2) 式 ): 
1 
QCA,0)= | re ee Te (10. 6. 9) 
0 ee 
如 果 r= 二 2, 并 定义 Ff=dA 十 AAA, 则 
1 1 
zs (A)= | gq(A,N.)dt a Tr(A AQ,+Q, A A)d 
0 0 
1 个 
1 
| a a 
十 tA A tA A A)dt 
1 
=| Tr(2A A dA+2rAAAA A)d 
0 
=Tr(AAdA 十 AAAAA) 
=Tr(FAA—3ANAAAA) (10. 6. 10) 


下. 
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说 明 
(1) 根 据 定 义 10. 1. 3( 见 (10. 1. 25) 式 ): 
q(A,Q,)=P(A,N,)+PA,QN,) 

P 的 含义 见 (10. 1.1) 式 。 

(2) 从 式 (10. 2.1),(10. 2.2) 和 (10. 2.5) 得 知 ,不 变 多 项 式 必 须 
是 取 迹 的 。 

(3)A 是 1- 形式 ,d4 是 2- 形 式 , 所 以 AAdA=dA4AAA。 

(4)r 可取 任何 正 整 数 , 所 以 陈 -Simons 可 有 无 穷 多 种 。 
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第 11 合 无 边界 流 形 的 指标 定理 


3 11.1 椭圆 微分 算 子 与 解析 指标 


设 M 是 一 个 n 维 紧 致 光滑 无 边 流 形 ,E 和 下 是 M 上 的 m 维和 
9 维 复 向 量 从 , 取 
T(E)={z;é (rz) ,£" (r)) 
TI 二 
分 别 代表 天 和 开 复 向 量 从 上 的 截面 的 集合 。 
将 截面 (EF) 映射 到 截面 (FF) 的 算 子 D 称 为 微分 算 子 , 它 在 M 
的 每 个 点 的 邻 域 的 作用 是 


(11. 1.1) 


Dé (xz) ,ET))= (py (xX) ,Tp (XT)) (11. 1. 2) 
; QA tp 
7 (Xz) = 之 抽 (7) (Zz) (11. 1. 3) 


其 中 i 二 1,2,…,g;j 二 1,2,…,m, 所 以 (11. 1.3) 式 又 可 写成 


第 VV 草 无 边界 流 形 的 戎 奈 定 理 


(11. 1. 4) 


dm ttp, 


7 (zr)=D'é’ (xz) 
Di = (C0) C2) 


J “Al 2 9 和 “Tin 


D; 是 一 个 gXm 和 矩阵 。 
把 Di 中 最 高 次 微分 ( > ) 的 Fourier 变换 项 ( 即 微分 


Hl 十 /pz + = max 


算 子 的 带头 项 ) 记 作 ( 利 用 (11. 1. 4) 式 ) 
DiCah= (CoD Chek (11.1.5) 


A tp tt 一 max 


其 中 k= (k) ,R2 »""" ,Rk ) ,两 端 都 有 (; ) 指 标 ,所 以 都 是 qxXm 矩阵。 


定义 11.1.1 当 m=g, 且 DetD(z,k)0,(kER"—1{0)) 
则 称 了 DD 为 椭 图 微分 算 子 ,否则 就 不 是 。 


例 1 取 M=R' ,考察 三 种 微分 算 子 : 
(1)grad: 取 I(E) 为 1 维 向 量 ( 即 标量 ,i 二 1),T(F) 为 3 维 向 量 
(j 二 1,2,3), 自 (11. 1.5) 式 得 
ki|i=1 
Dr 有) 人 | 有 | = 
ks )j=3 
1 一 ] 
mm 二 1,g 二 3,g 关 m, 所 以 grad 不 是 椭圆 算 子 。 
(2)curl: 取 了 (已 ) 为 3 维 向 量 (i 二 1,2,3) ,TC(F) 为 3 维 向 量 (j 一 
1,2,3), 自 (11. 1. 5) 式 得 
0 —ks kk, |i=!1 
D(a 六。 人 二 和 | 
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DetD(z,k) 二 0(k 关 0) ,所 以 curl 不 是 椭圆 算 子 。 
(3) div: 取 了 (已 ) 为 3 维 向 量 ( 一 1,2,3),PCF) 为 1 维 向 量 (7 一 1)， 
自 (11. 1. 5) 式 得 

D(z,h)=(h， A2z ， ks) 


1 一 2 1 二 3 
m 王 3,q 王 1,g9 关 m, 所 以 div 不 是 椭圆 算 子 。 
例 2 二 维 底 流 形 上 实 线 从 之 间 的 二 阶 偏 微 分 映射 的 三 种 标准 
类 型 : 
(1) 双 曲 型 2 
gu 


9 9 Xs 


2 
A 
OQ 工 ? QZ; 


9Z1 


(2) 抛 物 型 


Td 

9X1 gx, 

(3) 椭 圆 型 +94A 9+B 3 十 Cu 十 G 

OZ1 9x? 9x1 9x2 

这 三 种 标准 类 型 的 基本 特点 全 在 于 二 次 微分 项 ,所 以 可 以 由 
D(z,k) 的 的 二 次 项 来 表达 这 三 种 标准 类 型 的 基本 特点 ,并 与 定义 
11. 1. 1 对 照 ， 

(DDCzsh)=E—k Bh=k,¥0,D=0 
所 以 在 此 情况 下 ,不 是 椭圆 微分 算 子 。 


(2)DCzyk) 二 hk。 当 如 (或 和 )=0,D=0 
所 以 在 此 情况 下 ,不 是 椭圆 微分 算 子 。 


(3)D(z, 有 一 妇 十 天” 当 太 ,外 和 0,D 尖 0 
所 以 在 此 情况 下 ,是 椭圆 算 子 。 
由 此 可 见 , 椭 圆 型 二 阶 偏 微分 算 子 是 椭圆 算 子 ( 见 定 义 11.1.1 
式 ), 后 者 就 是 由 此 得 到 它 的 名 称 的 ,我 们 还 注意 到 (3) 的 椭圆 算 子 就 
是 Laplace 算 子 。 
例 3 对 二 维 底 流 形 上 的 面 丛 (二 维 矢 量 丛 ) 之 间 的 映射 ,可 举 
到 
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一 个 (11. 1. 3) 式 形式 的 例子 : 


I E00 
7 (x 72 1) gl OZ; 
ee 一 > 
2 9€ 196€ 
7 (zi 8 ax 9 
9 9 
We 9x1 OZ | 
7 (x1 ,Xx2) _9_ 9 人 站 (CZzi zz) 
9 9X1 


仿照 (11. 1. 5) 式 得 
让 k! —k;|ji=1 
D(z,k)SO 

A2 ki 


1 一] i=2 


所 以 Det D(z, 且 所 寻 十 大 之 0 
7 一 ,9 一 2 和 ,9 一 7 


按照 定义 11. 1.1,m 二 g,Det D (zy,b) 全 好 十 民 之 0, 所 以 这 个 例 


子 的 D(zx,k) 是 一 个 椭圆 微分 算 子 , 称 为 Cauchy-Riemann 算 子 。 
例 4 四 维 流 形 ( 四 维 时 空 ) 上 的 实 线 丛 之 间 的 映射 : 
a? 92 a oa? 


n(xo 9X1»， TX? ;XX3) 一 人 X11， 3 


Det D(zx,k) = 如 一 刀 一 始 一 ,kk 关 0 时 ,Det DCx,k) 也 可 以 等 于 


零 ,所 以 D(z,k) 不 是 椭圆 算 子 ,又 称 为 dAlember 算 子 。 
以 下 引入 算 子 D 的 解析 指标 。 


定义 11.1.2 算 子 的 核 Ker D 就 是 算 子 DD 的 零 模 解 空间 , 设 算 
子 D 所 作用 的 整个 空间 是 T(E), 则 
Ker D= {€€ET(E)|Dé=0)} (11. 1. 6) 
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定义 11.1.3 算 子 DD 的 象 Imag DD 定义 为 


Imag D= {7ET(F)| JEET(E) ,n= DE} (11. 1.7) 
CokerD 
Imag TD 
KerD 
OO 
T(E) (PF) 
é 7 
图 11.1.1 


定义 11.1.2 和 定义 11.1.3 都 可 以 用 图 11. 1. 1 来 说 明 。 图 中 
除了 Imag D 是 T(E) 中 的 一 个 子 空间 外 ,还 有 子 空间 Coker D, 它 是 
PCF) 中 除去 Imag D 后 余下 的 部 分 。 

当 DD 是 定义 11.1.1 所 给 出 的 紧 致 流 形 上 的 椭圆 算 子 时 ,可 以 
证 明 KerD 和 CokerD 都 是 有 限 维 的 , 称 为 Fredholm 算 子 (证 明 略 ) 。 

对 于 Fredholm 算 子 ,KerD 为 有 限 维 是 指 齐 次 方程 D6=0 的 解 
空间 为 有 限 维 ( 即 存在 有 限 个 线性 独立 的 解 ) ;Coker 为 有 限 维 则 是 7 
满足 有 限 个 条 件 时 , 非 齐 次 方程 Dé 二 可 以 有 确定 的 解 。 


定义 11.1.4 算 子 D 的 解析 指标 的 定义 是 
Index D= dimKer D 一 dimCoker D (11. 1. 8) 
这 里 dim 代表 维 数 。 


从 图 11. 1. 1 看 到 
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dimT'(E)=dimKer D 十 dimImag D (11. 1. 9) 
从 图 11. 1 还 看 到 
dimT'(F)=dimCoker D 十 dimImag D (11. 1. 10) 
于 是 (11. 1. 8) 式 又 可 写成 
Index D= dimT(E)— dimT(F) (11.1.11) 


这 是 一 个 重要 的 关系 式 , 因 为 左 方 的 Index D 是 算 子 D 的 解析 
指标 ,看 起 来 似乎 应 取决 于 算 子 D 的 选择 。 但 是 , 右 方 却 与 算 子 D 
的 选择 无 关 , 显 示 了 Index D 是 一 个 拓扑 不 变量 ! 与 度 规 的 选择 也 
是 无 关 的 。 

与 图 11. 1. 1 相对 应 ,还 可 以 定义 DD 的 对 偶 算 子 D , 见 图 11. 1. 


2 
CokerD- 
Imag D- 
KerD’ 
O 
T(E) 人 (六 
é€ 7 
图 11.1.2 


当 纤 维 空间 中 定义 了 度 规 时 , 就 可 以 定义 De 与 的 内 积 
(Dé,7).。 


定义 11.1.5 D 的 对 偶 算 子 D 有 如 下 性 质 : 
(Dé,D = (8,Dt 作 (11. 1. 12) 
其 中 
D+ :FPCF) 一 PFCE) 


“ ZL9.. 
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D ” 7: 一 D yET(E) 
D 与 D 组 成 对 偶 椭 圆 算 子 As 与 Ar。 


定义 11. 1.6 
Ap 一 D D:T(E)—>T(E) 
Ar=D D' :T(F)—>T(F) 


(11. 1. 13) 


在 T(E),T(F) 中 ,又 可 定义 (E),T(F) 和 To (E),T,(F) 
如 下 。 


定义 11.1.7 

T(E)=(€ET(E) ,Apé=Aé} (AA0); 
T(E)=Ker D 

TD(F)={(7ET(F), Arpn=An) (天 0)3; 
TCF) 一 Ker DY 


(11. 1. 14) 


以 下 证 明 算 子 As 与 Ar 的 人 (天 0) 本 征 截 面 的 空间 及 ( 歼 ) 与 
PCF) 是 互相 同 构 的 ,所 以 
dimT\(E)=dimT\(F), 天 0 Cll 19 
证 明 根据 定义 11.1.7, 可 以 取 
& ETI(E), 1 天 0 


从 而 

Ak6 一 D DSS 一 名 (11. 1. 16) 
所 以 ” Arfr(De)=DD+D8& 王 DAse 一 1(DS ) 
可 匈 

Dé& = nn ET (F) (11. 1.17) 


利用 (11. 1.16) 式 , 当 4 关 0 时 ,D& 二 关 0, 因 为 否则 (11. 1. 16) 
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式 必 定 给 出 4 二 0, 与 4 关 0 的 前 提 抵 触 。 
又 设 有 & 关 名 , 则 按照 (11. 1. 14) 式 ,得 


AFg (所 一 名) 一 人 (所 一 人 ) 天 0 AKO (11. 1. 18)， 
所 以 (&—é&,)ET(E) (11. 1. 18), 
而 且 根 据 (11. 1. 17) 式 ,应 该 有 

DC(&—é,)=(m—7) ET(F) (11. 1. 19) 


其 中 坟 关 7 。 否 则 如 果 二 7 , 则 必定 有 
Ag (所 一 如 ) 一 D+D(S 一 名 ) 王 D7 (nn—y)=0 
与 (11. 1. 18) 式 矛盾 。 
由 此 得 知 ,D: 丰 (EF) 一 (fF) ,必定 是 所 一 四 ,的 一 了 1 :1 
对 应 ( 扎 天 后 一 隶 天 7 ) 。 所 以 
dimT\ (E)=dimT\(F) 1 夭 0 
于 是 (11. 1. 15) 式 得 证 。 
又 从 图 11. 1.1 和 图 11.1. 2 看 


dmImag 了 一 dimT (E) 
(11. 1. 20) 
dimImag D- = 2 dimT (F) 
A 

把 (11.1.15) 式 与 (11. 1. 20) 式 对 比 , 则 有 

dim Imag D= dim Imag Dr- (11. 1. 21) 
仿照 (11. 1. 9) 式 ,又 可 得 到 与 (11. 1. 9) 式 对 应 的 

dimT'(F)=dimKer D- 十 dim Imag D* (11. 1. 22) 


比较 (11. 1. 10) 式 与 (11. 1. 22) 式 ,得 
dim KerD -十 dim ImagD- =dim Coker D 十 dim ImagD 
利用 (11. 1. 21) 式 , 左 方 的 dim Imag D1 与 右 方 的 dim Imag D 
相互 抵消 ,于 是 有 
dim KerD =dim Coker D (11. 1. 23) 
再 把 (11. 1. 9) 式 和 (11. 1. 10) 式 代入 (11. 1. 11) 式 ,又 得 
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Index D 一 dim KerD 一 dim Coker D 


利用 (11. 1. 23) 式 ,就 得 
Index D=dim KerD 一 dim KerD' (11. 1. 24) 


这 就 是 当 纤 维 从 上 定义 了 上 度 规 时 ,微分 算 子 D 的 解析 指标 的 定义 。 
在 自 对 偶 算 子 D(=D+ ) 的 情况 ,Index D=0。 


3 11.2 椭圆 复 形 与 Atiyah-Singer 指标 定理 


设 {E,} 是 M 上 矢量 从 E,(p 二 1,2,…) 的 一 个 有 限 序 列 , 又 设 
Ct sO CE ny Chl (11. 2. 1) 
是 与 E。 相对 应 的 微分 算 子 D, 的 一 个 有 限 序列 。(11.2.1) 式 中 的 
C™~(E,) 代 表 光 滑 的 户 形 式 的 空间 。 


定义 11.2.1 若是 D,D,， :一 0( 即 Ker D, 二 Imag D1), 则 这 
个 序列 称 为 复 形 (complex)( 见 图 11. 2. 1)。 


ImagD KerD 


D,— D 
0 Dh td oO oO 


——T(E,-1) 


Di D+ 
T(E, )<— T(E,ri )< 一 一 


图 11.2.1 


<— TIT(E,-1) 


按照 定义 11. 1. 5, 在 定义 了 内 积 以 后 ,又 可 以 定义 Ds 的 对 侦 算 
“LZ 
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了 于 D。 如 下 : 

D» : C*(E,r)——>C”(E,) (p=1,2,3,.) (ls 2 2) 
而 且 

(D,é, » 7p+1 ) > (é,+1 » Mp+1 )< (Epo+l ,Dp+l7p+2 ) (11. 2. 3) 


定义 11.2.2 伴随 D, 序列 的 Laplace 算 子 A。 取 作 
A, = Dt D;,++D,_1Dt) (11. 2. 4) 
Ap :T(E,) 一 T(E,),As 也 形成 一 个 序列 


定义 11.2.3 若 A, 是 C”(E,) 上 的 椭圆 微分 算 子 ( 见 定义 
11. 1.1), 则 图 11.2.1 的 序列 称 为 椭圆 复 形 , 记 作 {E,D)==({E,}， 
{D,，)) 。 


1. 椭圆 复 形 的 上 同调 性 质 


Hodge 分 解 定理 ( 见 (3.4. 21) 式 ) 可 推广 到 椭圆 复 形 。 设 有 几 
EC™Y(E,), 则 f, 可 以 唯一 地 分 解 如 下 (证 明 略 ): 


f= Df FD sit hs (11. 2. 5) 
hs 称 为 调和 截面 ,满足 
Ash,=0 (11. 2. 6) 


可 以 仿照 de Rham 上 同调 群 的 定义 ( 见 (7. 4.7) 式 ) 来 定义 椭圆 
复 形 (E,D) 的 上 同调 群 ; 
H?(E,D)= Ker D,/ImagD, 1 (11. 2.7) 
对 比 (11. 2.7) 式 与 (7. 4.7) 式 可 以 看 到 : 
(1)Ker D。 类 似 昌 旨 CM,R) 中 的 ZC(M,R), 即 Ker d,; 
(2)Imag D, :类 似 五 尔 CM,R) 中 的 BtCM,R), 即 Imagd,_1。 
可 以 证 明 在 (11. 2.7) 式 中 的 上 同调 类 昌 ?(E,D) 都 只 有 一 个 调和 形 
式 (证 明 从 略 ), 而且 按 照 (11.2.6) 式 , 若 H?* (FE,D) 是 调和 形式 , 则 
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A,H?*(E,D)=0 (11. 2. 8) 
于 是 有 同 构 关系 
H?*(E,D)GKer A, (11. 2. 9) 


满足 KerH? (E,D) 守 Ker (Ker A,) 二 0, 与 图 11.2.1 中 的 Ker (Ker 
D,) 王 0 相 类 似 。 

根据 图 11. 1. 1 的 讨论 ,如 果 D 是 紧 致 流 形 M 上 的 椭圆 算 子 , 则 
Ker D，Coker D 都 是 有 限 维 的 Fredholm 算 子 。 

利用 (11. 2. 4) 式 ,Ker A， 写成 

Ker A, = Ker (Di D, 十 D，:Dy， 1) 

二 Dy (Ker D,)+ (Ker D,_1)Di i (11. 2. 10) 

其 中 Ker D, 和 Ker D, ;都 是 有 限 维 的 ,所 以 Ker A, 也 是 有 限 维 的 。 


定义 11.2.4 椭圆 复 形 (EE,D) 的 指标 是 (根据 (11. 2. 9) 式 ): 
Index(E,D)= >)， (—1)*dimH?*(E,D) 
p 


三 > (—1)*dim Ker A， 
p 


(dim H?*(E,D)=dim A,) (11. 2. 11) 
2. 复 形 的 收 找 
可 以 把 椭圆 复 形 收 拢 成 为 两 个 矢量 从 Fe 和 FF, 它们 的 定义 是 
Fo 一 中 Po 
Fi = HE z+ 


又 取 算 子 A 及 其 对 偶 算 子 A ,定义 如 下 : 
A 一 四 (D, 十 Dit_，) 


p 是 正 整 数 (11. 2. 12) 


gq 是 整数 (11. 2. 13) 
A+ 二 (Dt 十 D,,_1) 
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则 有 
4:C” (Fo)>C”(CF) 
A* :C™ (FDC (F,) 
证 明 根据 图 11. 2.1, 可 证 明 (11. 2.14) 式 如 下 : 
AF, =D(D t+ Da-1) BE, = DpEz, + Dy- Es,) 


(11. 2. 14) 


— DE2p+ + OBE, 一 下， (11. 2. 15) 
A FF 一 中 (Dz 十 D:，: )。 BE,+1 = BD Et t+ Dost Eon) 
— DE, +ODE2,r2 = Po (11. 2. 16) 
证 年 5 

此 外 ,A 和 A4+ 还 有 如 下 性 质 : 


jo 一 4 4 一 中 Ar 
ji =AAT 一 中 Aszo+ 


证 明 根据 (11.2.13) 式 和 (11.2.15),(11. 2.16) 式 ,并 使 用 
(11. 2. 4) 式 中 的 A， 的 定义 : 


(11. 2. 17) 


[jo 二 A1A 
= DD 二 D2,_1)* DDz 十 Di ) 
p 9 
一 中 (DzD: 十 Do Da ) 一 中 Ax (11. 2. 18) 
p p 


在 (11. 2. 18) 式 中 , 口 ,。 还 有 两 类 乘积 ,一 类 是 D;,_1D2, 二 0, 另 一 
类 是 Dz, Da-1 王 0, 其 原因 如 下 : 
假设 D;,-_1DzsEz, 王 D2,-_1Ezot1 闫 0, 则 由 于 只 有 取 Ezo+1 二 E21， 
方才 属于 D:,_1 的 作用 空间 ,从 而 有 
Des Dy ED Es DD Es 
然而 在 椭圆 复 形 的 情况 下 ,按照 定义 11. 2. 1, 应 得 
I 
所 以 在 (11. 2. 18) 中 ,必定 是 
D;2,_1D;,, =0 (11. 2. 19) 
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又 假设 Dz, Dis-1E2, 一 DpE;ss_1 关 0, 则 由 于 只 有 取 Ezs-1 王 Ezp+1， 
方才 属于 Dz 的 作用 空间 ,所 以 必须 将 2g 一 1 换 成 2p 十 1,29g 换 成 2p 
十 2, 从 而 获得 有 意义 的 结果 如 下 : 

DD Es DD Es (11. 2. 20) 

在 椭圆 复 形 的 条 件 下 ,仿照 (11. 2. 3) 式 ,并 注意 到 “一 ”与 “<” 都 
和 等 价 符号 “全 ”有 相同 的 含意 ,于 是 有 

(D,+1D,é, 7p+2) 合 (DoE ,Dpr2 n+2) 

(ED Ds (11. 2. 21) 
可 见 , 如 果 D+1D; 二 0, 则 自 (11.2.21) 式 必定 有 
D+1 Dp+z =0—>D2-2 Dz-1 =0 
于 是 自 (11. 2. 20) 式 得 知 在 (11. 2. 18) 式 中 
DD 0 (11. 2. 22) 
这 样 就 完成 了 (11. 2. 17) 第 一 式 口 ,二 A A 一 中 Az, 的 证 明 ，。 
与 (11. 2. 18) 式 相仿 ,可 以 证 明 
Eo 一 44 =@Ds, + D1 ) DD + D1) 
= PD Dz, Dz, + Di Ds-1) = BDA+ (11. 2. 23) 
从 而 又 完成 了 (11. 2. 17) 第 二 式 口 ,一 AA+ 一 由 Aso+ 的 证 明 。 

把 图 11.2.1 中 的 (E,D) 与 公式 (11.2.15) 和 (11.2.16) 中 的 

(F,A) 相 互 对 照 , 显 示 出 (E,D) 与 (F,A) 有 下 列 相 似 性 质 : 

D: E,>E,! | A: Fu—F, 

D' .En>E,| A:. F,—F, 
回顾 (11. 1. 24) 式 ,由 于 DD 是 作用 在 ,上 的 ,所 以 应 该 更 确切 地 把 
式 (11. 1. 24) 写 成 

Index(E,D)=dim Ker D— dim Ker D- (11. 2. 24) 
又 根据 上 面 的 对 照 中 显示 出 (E,D) 和 (FF,A) 的 相似 性 质 , 所 以 与 下 ， 


A 相关 的 指标 Index( 下 ,A) 应 该 是 
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Index(F,A)=dim KerA—dim Ker AT (11. 2. 25) 

当然 ,这 是 一 个 猜测 。 以 下 证 明 这 个 猜测 是 对 的 ,首先 证 明 以 下 两 个 
命题 : 

(i) dm KerA=dim Ker[L |]o (11. 2. 26) 

(ii) dim KerA- =dim Ker[] (11. 2. 26), 


证 明 (i) 设 w 满足 口 ,w= 二 0, 则 根据 (11.2.18) 式 并 按照 
(11. 2. 21) 式 的 运算 规则 ,得 
0= (Dw,w)= (A Aw,w) = (Avw,Aw) (11. 2. 27); 
所 以 按照 内 积 的 定义 ,得 知 Aw 二 0。 这 就 是 说 ,如 果 口 ,w= 二 0, 则 有 
Aw= 二 0, 所 以 Ker[,。 = 一 KerA,(11. 2. 26)| 式 成 立 。 
( 谓 设 w 满足 口 ,w 二 0, 则 根据 (11. 2.23) 式 ,并 按照 (11. 2. 21) 


式 的 运算 规则 ,得 
0 = (Divw,w) 
=(AATw,w)=(ATw,AT w) Chl 27)s 


也 是 按照 内 积 的 定义 ,得 知 A+ w==0, 所 以 和 前 面 一 样 ,如 果 
口 ,w= 二 0, 则 有 A1+w= 二 0, 于 是 Ker 口 | 二 KerA1 。(11. 2. 26), 成 立 。 
再 把 (11. 2. 26), 式 和 (11. 2. 26)， 式 分 别 代入 (11. 2. 25) 式 又 得 
Index(F,A)=dim Ker[ 一 dim Ker[ |] (11. 2. 28) 
利用 式 (11. 2. 17) ,又 得 
Index(F,A)=dim Ker 中 Az — dim Ker 中 Azo+ 
= >，( 一 1)*dim KerA， (11. 2. 29) 


与 式 (11. 2. 11) 对比, 得 知 
Index(E,D)= >) (一 1)*dim KerA, 
p 


=Index(F ,A) (11. 2. 30) 
根据 1963 年 Atiyah 与 Singer 发 现 的 A-S 指标 定理 (证 明 略 去 )， 
Index(E,D)=Index(F,A) 
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一 (一 1)8o+D 。 | Sp 


. TD td TM OO) 


一 (—1)2"+) 


| chE;, chODE,,1 


p 
ZCTCMD) tdCTCOMD)COC) 


>，( 一 1)*ch( 互 ,，) 


| p 


(11. 2. 31) 
对 (11. 2. 31) 式 中 的 符号 的 说 明 ， 
(1) chE,chF 是 向 量 从 E,F 的 陈 特征 标 ( 见 (10.2.7) 式 的 定 
义 ),chF ,chFi 和 chE, 分 别 是 向 量 从 FF ,下 ,E, 的 陈 特征 标 。 
(2) td(T(CM)69C) 是 底 流 形 切 从 TC(M)OC 的 Todd 类 ,矢量 从 
FF 的 Todd 类 定义 为 
, 


td(E)= |[ ~ (z=20,) 


le ™ 2x 


j=1 


=1+30 (BE) +O (E)+C,(E)) 


二 志 Ci(E)C(E)+… (11. 2. 32) 
其 中 CI CE) ,Cs(E),… ,Ci(E) 的 定义 见 式 (10. 2. 15)。 
Todd 类 还 有 如 下 性 质 : 
td(EDF)=td(E)td(F) (11. 2. 33) 


(3) e(T(M)) 是 底 流 形 切 从 TCM) 的 Euler 类 ， 
(4) | 表示 对 整个 底 流 形 M 进行 积分 。 

AI 

n 二 dimM ( 当 M 是 n 维 实 流 形 ) 


n=2g ( 当 M 是 g 维 复 流 形 ) 
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复 的 9 维 向 量 空 间 的 复 向 量变 换 可 以 表达 为 实 的 一 29 维 向 量 
空间 的 实 向 量变 换 , 从 而 复 g 维 的 映射 可 以 转换 为 实 的 2 三 29 维 的 
映射 。 举 例如 下 。 

例 1 op:C 一 CCz 一 Zi 十 izs) 

复 映 射 : 

zz 一 (ao 十 ip)z 一 (azl 一 pz ) 十 iCazs 十 PBzi ) 
所 以 Zi 十 izz 一 Z 1 十 iz 2 一 (azl 一 Bzs) 十 iazs 十 Bzi) 
与 此 对 应 的 实 映 射 是 


Bl 


其 中 1 | 称 为 复 映 射 (a 十 i8) 的 实 化 (realization) , 记 作 


1 =tipe (11. 2. 34) 
BpB a 
例 2 po:C—>C (zi 一 Zi 十 izayzz 一 Z3s 十 iz4) 
复 映 射 : 
Z1 z 加 a 十 1 aziB, | (zi 
加 四 | 十 ip 区 
Z1 十 1Zs og 
me 
Z3s 十 17Z4 of nn 
[Ca tiB) zitizz) + (a ip ) (Zs iz) 
A 
与 此 对 应 的 实 映射 是 
工 1 工人 al PB a: 一 记 1fzl 
zZ2 | 并 Bo Be a x2 
2 并 3 as pbB Qa 一 房 | | zs 
2 X's Bs as Ba Qa Xs 


® 2L9. 


8 节 区 学 物理 中 的 微分 几何 与 丁 扑 学。 


Ql 一 记 Q2 —pb 
1 Ql 2 Q2 oa 十 i168, az 十 16, 
其 中 | 折 为 复 映 册 | . | 的 实 化 
as Bs a —B as 十 1 oa 十 1 
bs Q3 en C4 
记 作 
Ql —pPB Q2 — Bb 
pe -| | (11. 2. 35) 
Q3 —pb Qa 一 所 as 十 18， a 十 1 R 
bs Q3 Ba CQ4 


以 上 (11. 2.34) 和 (11. 2. 35) 式 分 别 代 表 gq 二 1 和 9g 二 2 时 的 实 
化 。9g 为 其 他 正 整 数 时 ,也 有 与 式 (11. 2. 34) 和 (11.2.35) 相 仿 的 关 
系 式 ,表明 复 9 维 的 映射 可 以 实 化 成 为 实 的 n= 二 29 维 的 映射 。 


9 11.3 de Rham 复 形 与 Gauss-Bonnet 定理 


回顾 一 下 (11. 2. 34) 式 和 (11. 2.35) 式 ,从 (11.2.34),(11. 2. 35) 
式 可 知 


V2 | 一 ii 
1 11 1 
有 三 三 
| 可 
1 0 
B, B; 一 
1 
1 0 1 0 
= 0 1 0 
部 = 二 
V210 1 .05.3 
0 一 1 0 1 
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[Be 
OO 一 


Bi.Br SS 


OO OO OO ~ 


依 此 类 推 , 可 给 出 


[Be 


O OO 一 OO 


k 行 2 
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0 
1 
0 
一 1 
0 
0 
(11. 3. 1) 
0 
1 
k 列 的 矩阵 Bo 和 Ba: 
a 
: 
1 
| O 
1 
l 2k 行 ， 
1 
O 
1 1 
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1T 1 
1 1 0O 
1 1 要 
但 
0 1 1 
Ba | Es 0 (11. 3. 2) 
1 一 1 (@) 
1 i 行 
0 小 en 
1 
1 0 
B,.,Ba = ”…. 2 行 
O 1 
1 
(11. 3. 3) 
< 
2& 列 
根据 式 (11. 2. 34) 和 式 (11. 3. 1)， 
1 i 一 1 1 
Bi;'! (at+i8)rB, -到 | | | | 
1 一 由 8 a 一 1 1 
十 1 0 
一 | | (11. 3. 4) 
0 10 
根据 式 (11. 2. 35) 和 式 (11. 3. 1) 
1 i 0 0 
B-! oa 十 ij oz 十 ii 10 0 1 
‘latiB w+ 记 j ”2|1 -io 0 
0 0 1 一 :i 


* 232 。 


第 VV 年 无 边界 流 形 的 兰 奈 定理 


Q3 —pB CQ4 —pB 0 1 0 1 
Bs Q3 Ba Qa4 0 一 1 0 1 


ma 十 1 az 十 18, 0 0 
as 十 1 ad 十 1 0 0 
ee (11. 3. 5) 
0 0 a1—18 az 一 1 
0 0 as 一 1 Qs — 1B, 


把 式 (11. 3. 4) 和 式 (11. 3. 5) 再 推广 到 一 般 的 2kX2k 行列 的 矩 
阵 , 则 有 
atiB … 十 ii 

Bz : : B, 
astitiBt ?a2 1Bos 


Ql 十 18, “CQ 十 1 


|Qr+1 十 1Bi+1 “""Q2k 十 1B24 
Ql —18, "Qk 一 1 


ak+1 一 1841aa 一 102 
(11. 3. 6) 

由 此 得 到 以 下 结论 : 

设 M 是 定 问 紧 致 光滑 二 2g 维 实 流 形 ,T(M) 是 M 上 的 余 切 从 
(2 一 29g 维 )。 经 过 复 化 ,并 作 Bz 的 变换 ,把 zz zy 
y 和 它们 的 变换 矩阵 改换 成 z'，…,z?,z',…,z” 和 它们 的 变换 拢 
阵 , 就 得 到 TC(M)@C= EE,,E, 和 上 E, 是 相互 复 共 罗 的 两 个 复 gq 
维 余 切 从 。 
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定义 A*T(M)OC 为 MOC 上 的 光滑 复 值 de-Rham 形式 的 集 
合 。 在 相关 的 子 序 列 {d;} 中 ,每 一 个 di 都 取 作 
di =d= (3 十 9) ， (11. 3. 7) 
根据 (5. 2.5) 式 和 (5. 2. 6) 式 


人 
一 (3 十 9)j (11. 3. 8) 
于 是 di 和 人 4 可 以 形成 与 图 11. 2. 1 类 似 的 序列 如 下 
A A (11. 3. 9) 
又 由 于 93 和 3 有 如 下 人 性质: 
go。o9 一 0， 9。90 二 0， 9。9 一 一 dg。09 
可 得 
dd 二 (9 十 9) (9 十 9) 
二 9。9 十 9。9 十 9。9 十 9。9 二 0 (11. 3. 10) 


满足 di di_1 二 0, 所 以 (A,d) 是 一 个 复 形 。 
所 以 ,仿照 图 11. 2. 1, 可 以 把 (11. 3. 9) 的 序列 表达 为 图 11. 3. 1，。 


Kerd' Kerd 


Imag di ,SC Ker di Imag di SKer di(A,d) 复 形 


dx-_: | 
pt ee 


di di d， 

Ai 一 ///— /tl 一 一 
图 11. 3. 1 

定义 11.3.1 如 果 在 (11. 3.9) 式 的 从 矢量 丛 序 列 中 ,desdt-: 王 


0(R 是 整数 ), 即 Imagdi-iSKerde, 则 图 11.3.1 的 复 形 称 为 顶 圆 复 
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形 。Imagdi_1 守 Kerd; 就 是 查 圆 复 形 的 充 要 条 件 。 图 11.3.1 的 复 
形 称 为 (A,d) 复 形 。 


这 个 复 形 的 算 子 矩阵 只 有 一 个 d(d 是 一 个 (1,1) 和 矩阵 )。k 关 0 
时 ,根据 (11. 1. 5) 式 ,d~k 隆 0, 满 足 椭圆 微分 算 子 的 条 件 ,所 以 (A， 
d) 复 形 就 是 一 个 椭圆 复 形 。 
再 把 & 为 偶数 与 & 为 奇数 的 A* 分 别 相 加 如 下 
信介 =A°ODA DA OD.… 
人 A 奇 | 
4 有 和 A 构成 de Rham 复 形 。 取 d 十 606 的 定义 见 (3. 4. 10) 式 ) 为 
de Rham 复 形 的 微分 算 子 , 则 有 (C” 表示 微分 流 形 A 光滑 ): 
(d+8):C” (A®)->C” (A*) 
(d 十 3) :C” (A )—>C™” (A®) 
根据 (11. 2. 11) 式 ,de Kham 复 形 的 指标 应 是 
Index(A,d)= > (一 1)*dimcH 扣 (TOMGQC) (11.3.13) 


p 


(11. 3.11) 


(Clls3: 122 


又 自 (11. 2.7) 式 ， 


dime Hi (TOMD WO) = dime I 
p—1 


=dimkHi(T(M),R)=6b, (11.3.14) 
即 复 流 形 的 维 数 等 于 去 掉 复 流 形 坐 标 虚 部 所 得 实 流 形 维 数 。 
把 (11. 3.14) 式 代入 (11. 3. 13) 式 ,有 
Index(A,d)= >) (—1)?dimkHir (T(M),R) 


p 
= >)， (~—1)%,=X(M) (11. 3. 15) 
p 
bs 一 dimH?*(M,R) 二 dimH,(M,R) 是 流 形 M 的 p 阶 Betti 数 。Betti 
数 的 “交替 和 ? 称 为 流 形 M 的 欧 拉 示 性 数 X(M)。 
(11. 3. 15) 式 左 方 的 Index(A,d) 可 以 利用 指标 定理 求 出 。 根 据 
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(11. 2. 31) 式 ,可 如 下 给 出 Index(A ,d): 
Index(4A,d) 一 (一 1)#orD 。 >) (—1)? 
p 
| ch(AzTCAMD)GOC) » td( TM)OO) 


及 e(TOWD)) 
(11. 3. 16) 
为 了 把 (11. 3. 16) 式 右 方 计算 出 来 ,我 们 参考 (11. 3. 6) 式 : 
T(M OCLE, DE, (11. 3.17) 
利用 (10. 2. 8) 式 ,于 是 有 
ch(T(M) WC) = ch(E,)Dceh(E,) (11. 3. 18) 


这 里 E, 和 上 是 相互 复 共 氏 的 两 个 复 g 维 余 切 丛 。 
又 利用 (10. 2. 13) 式 的 分 裂 原 理 , 可 把 E, 和 上 ,分解 为 
oe DD De (11. 3. 19) 
E, 与 已, 不 但 复 共 斩 ,而 且 对 偶 。 说 明 如 下 : 
在 取 定 厄 米 度 规 时 , 流 形 上 的 结构 群 总 可 以 取 作 么 正 群 U(n): 


U(n)={A|A+ A=1,AEGL(n))} (11. 3. 20) 
么 正 群 U(Cz) 的 矩阵 有 A* = 二 A 特点 ,于 是 有 如 下 性 质 : 
AAA DT AAA I A=I 
4 "一 (4 )7 一 (A-I)7 (11. 3. 21) 
利用 (11. 3. 21) 式 的 特点 , 行 对 于 EF, 有 转换 矩阵 为 c， 
Ech (11. 3. 22) 
则 其 复 共 斩 的 转换 必定 是 (根据 (11. 3. 21) 式 ) 
E’,=cE,=(ct)TE, =(c 1)T 瓦 =Ec (11. 3. 23) 
利用 式 (11. 3. 22) 和 (11. 3. 23) ,得 
E’,. FE,=(E’,c ?). (cE,)=E,.E, (11. 3. 24) 


定义 11.3.1 如 果 矢 量 从 EE, 与 和 拓 量 从 Es 分 别 服从 (11. 3. 22) 
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式 和 (11. 3.23) 式 的 变换 规则 , 则 称 矢量 从 E, 和 矢量 从 玉 , 相互 对 
偶 。(11. 3.19) 式 中 的 LL 与 L, 必定 也 相互 对 偶 。 


利用 式 (10. 2. 8) 的 陈 特征 标的 乘法 规则 ,有 
ch(L,L;)=ch(L,) » ch(L,) (11;3.25) 
对 于 一 维 线 从 LL 和 工 ,, 其 曲率 0; 都 是 1X1 实 矩阵 ,从 而 可 
定义 : 
ee 人 (11. 3. 26) 


利用 (10. 2. 7) 的 ch(E) 的 定义 ,又 得 
ch(L;)=e™® 一 er | 
ch( 工 ) 一 e 2 一 6 
为 方便 起 见 , 可 把 一 2 Me ~ Xo 写成 之 q+1 
(二 一 Z1) ,Zot2( 二 一 Xz),"… ,Tz2s( 二 一 Xs)。 于 是 ,利用 复 向 量 从 可 分 
解 为 复线 从 的 直 和 的 分 裂 原 理 ( 见 (10. 2. 13) 式 ) ,还 可 把 复线 丛 分裂 
后 的 TCM) COC= 瑟 由 下 ( 见 (11.3.6) 式 ) 的 曲率 矩阵 Qrwec 一 
0z +E 写成 如 下 形式 (按照 (11. 3. 26) 式 ): 


Xl 


(11. 3.27) 


Xa 


Xatl 


X20g 
(11. 3. 28) 
根据 (11. 3. 27) , (11. 3. 35) 和 (10. 2.8) 式 ,又 能 写 出 陈 特征 标 


( 见 (10. 2.7) 式 ) 如 下 : 
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ch (二 )) 一 em 
ch(EL COLD 一 ch(EL)。ch(E) 一 65 « e™ 
人 * ch(Li) * ch(L,)=e’ » Ee 。 en 
(11. 3. 29) 
可 以 利用 (11. 3. 28) 和 (11. 3. 29) 式 求 出 (11. 3. 16) 式 中 的 积分 函数 : 


p=n=2g 


>， (~—D?ch(A?T(M)OC)=ch A TM) OC) 


p=0 


—ch(A!T(MOOC) eh A TM OOO) 

十 chC(A*T(M)OO) (11. 3. 30) 
在 (11. 3. 30) 式 中 ,有 
p=0: ch(A’T(M)OC)=ch(0)=e = 


n=24 n=2g n=2g 
p=1: ch(AITCOM)GCOC) 一 ch( Li) = DchL; = 2 
J 一 1 J=1 j=1 
7 一 2qm 一 29 


p= 2: ch(4 TM BO = ch oT ® Li) 
了 了 一] £= 
n=2gn=2g 


2 0 0 L:) 


p=n=29: chC(A*T(M)OC)= ch( 工 ; COL CO:… “COL2,) 


— @™1 e 2 *eoe Toe Tq+1 e Tq+2 。。e729 


(11. 3. 31) 
把 (11. 3. 31) 式 代入 (11. 3. 30) 式 ,就 得 到 (11. 3. 16) 式 中 的 
p=n= 2g 
2 (—1)?ch(A?T(M) Q@ C) = 1 一 3 


四 3 De ER 


J 一 1 & 一 
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十 ez . €”2 “oe* QTgq @™qt+!1 @™qt+2 oe. er-29 
2 一 29 
-Ta-e) 
i=1 
9 
天 | (1 — ei) 
z 一 1 


.| (1—e®) TM @ C) 


了 一 1 


(11. 3. 32) 
(11. 3. 16) 式 中 的 tdCTCM)GCOC) 属于 Todd 类 ,说 明 如 下 。 


定义 11.3.2 Todd 类 的 定义 是 
k 
一 Ti 
td(E)= | 下 


1 一 1 € 


一 1 十 元 CICB) 十 矶 (CC 十 CCE) 十 … (11. 3. 33) 
其 中 Ci(E),C, (FE), ,CCE) 的 定义 见 式 (10. 2. 2)，(10. 2. 3) 和 
(10. 2. 4) 。 


对 于 EF 直 和 ,Todd 类 还 有 如 下 相 乘 性 质 : 
td( EDF)=td(E) » td(F) (11. 3. 34) 
于 是 有 


td(T(M)OC)=td(E,ODE,) 
=td(E) + td(E) 


qa 
| 
z 一 1] 


圭一 人 


2 
j=1 


(11. 3. 35) 
在 (11. 3. 16) 式 积分 中 ,还 有 eC(T(MD)), 它 是 实 M(n= 二 2g 维 ) 的 
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Euler 类 ， 
利用 (10. 4. 14) 式 ,得 


e(T(MD)=e( 闫 )=C(E) 


2n 
=zxi 人:… Nz 
= [| xz:(T(MW OC) (11. 3. 36) 


i=] 


把 (11. 3. 32) , (11. 3.35),(11. 3. 36) 式 代入 (11. 3. 16) 式 的 右 方 , 得 


D3 (—1)?*ch(A*T(M)OO) td TM)OO) 
e(T(M)) 


= TT Qe) HA-e "TMC) 
i=1 0 


。 pe a 


1 一 ez 一 4 


J 三 1 


i=1 
.1 (TCM WO) 


q 


I 


i=1 


=(—1) [| zx;(T(M) CO) 


z 一 】 


一 (一 1)"e(T(CMD) ) (ll;3:37) 
于 是 自 (11. 3. 15) 与 (11. 3. 16) 式 得 
XM)=Index(A,d) 
1 


p 
, | ch(A?*T(M) CO C) », td(T(M) © C) 
M 


eC(T(M)) 
娓 一 29 


把 (11. 3. 37) 式 代 人 上 式 右 方 ， 
XM)=Index(A,d) 
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一 (一 1) 澡 ze+D 。( 一 1)* 


e(T(M)) 


由 六 一 一 


= | ecrowm) (11. 3. 38) 


M 
7 一 29 


(11. 3. 38) 式 就 是 Gauss-Bonnet 定理 。 


注意 ”如果 M 的 维 数 是 奇数 (xn 关 29), 则 e(T(CM) ) 王 0,XCVM) 
二 0, 因 为 (11. 3. 31) 式 和 (11. 3. 32) 式 的 前 提 n= 二 2g 不 成 立 ! 


以 下 我 们 列举 三 种 各 有 特色 的 典型 椭圆 复 形 及 其 指标 定理 。 
例 1 紧 致 无 边 流 形 M 上 的 Dolbeault 复 形 的 指标 定理 。 
例 2 紧 致 无 边 流 形 M 上 的 Hirzebruch 复 形 的 指标 定理 。 
例 3 紧 致 无 边 流 形 M 上 的 Dirac 复 形 的 指标 定理 。 了 ? 


@ 关于 这 三 种 常见 椭圆 复 形 的 指标 定理 的 推导 过 程 可 参见 Patrick Shanaban，Lec- 
ture notes in Mathematics,[s. n. ]，638 或 The Atiyah-Singer Index Theorem, An Intro- 
duction. Springer-Verlag 1978. 
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S$ 12.1 S* 上 非 平庸 瞬 子 解 (x 下 二 下 ) 种 
Bianchi 恒等式 


一 般 的 规范 场 2- 形 式 可 写成 2 


Fr =3F dr Mde (12. 1. 1) 
Fr 的 对 偶 ( 在 4 维 流 形 S' 上 ) 则 是 
* F* = * Pdr A dz (12. 1. 2) 


其 中 


站 — 5 Foes = 


( 见 (3. 4.3) 式 Hodge * 算 子 的 定义 ) 
若 规 范 场 下 没有 与 其 它 物质 场 厅 合 , 则 这 个 规范 场 下 的 作用 量 
就 是 


wie (12. 1. 3) 


S —FIdzFs Fe ——TITr(FA *F) (12. 1. 4) 
验证 如 下 。 根 据 (12. 1. 2) 和 (12. 1. 3) 式 ， 


Tr (FA x* F)= 5F, dze A dx’ A FF"em de A dx? 


OD Lv 是 时 空 指标 ,a,b,c 是 群 指标 。 
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F2FeremodzeAdz Adz 人 dz 


oy a 


| 
co| 王 oo oo| 一 


Fe Fer8b85 » 2» 2 2dx’ 


a 2 C12. 1,.5 
在 ewwe”*” 中 ,Xp 有 两 种 排列 ;pw 二 or 和 一 rz 有 两 种 排列 ;pr 与 1p 
交换 ,又 有 两 种 组 合 ,所 以 有 2X2X2 二 8 倍 。(12. 1. 5) 式 成 立 。 
取 规 范 势 为 Ai (xz) (矢量 场 ,a 是 规范 群 指标 ) ,又 取 场 强 张 量 为 
F(z)( 张 量 场 ,a 是 规范 群 指标 ) , 则 可 定义 


Fe =(9,A*—9,A‘+ fi AsA') (12. 1. 6) 
式 中 的 所 是 规范 群 的 结构 常数 , 它 的 另 一 形式 是 
fe = fg ne Cl2: 7 
利用 线性 变换 ,可 把 g, 对 角 化 如 下 : 
gnc = One (12. 1. 8) 
于 是 自 (12. 1.7) 式 得 
a (12. 1. 9) 


代入 (12. 1. 4) 式 ,作用 量 S 可 写成 


S =- |d'zFe Fe 


—— 二 | dzc,As—aAst faAAd Fe (2.1.10) 
利用 驻 波 变 分 原理 , 当 Ai 一 Ai 十 8Ai ,58S 二 0, 就 得 
0=8S 一 一 二 | dz[a84: 一 3.84; 
于 (12. 1. 11) 
由 于 Fi*'== 一 F*， 
A, . oF 一 SA: . 9,F™ 一 一 8A: 机 2 
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代入 (12.1.11) 式 ,注意 到 84: ,8As 等 都 是 常数 ,所 以 有 9,6A?F* = 
8A;9,F” ,等 等 。 于 是 S 相对 于 A 的 变 分 取 极 值 : 
0=8S =—7 | diz[8A? + a, —8As ，aFw 
+ fo (As) A Fw fsAr (SAs) PF" ] 


一 一 工 | d'z[2C8A:)9, PF +2 fo (8As) A PF ] 


一 一 于 | diz[a, P+ fo AsP” JCA:) (12. 1. 12) 
84: 是 任意 常数 ,所 以 得 到 下 场 的 运动 方程 如 下 : 
9,F” +gfoAsF™ =0 (12. 1. 13) 


令 F*= 二 FT*,A, 二 ATI,[ TT 二 ifwsT*, 就 可 定义 D, 的 
作用 为 (利用 (12. 1. 13) 式 ) 
D,F*=9,F*—igLT ,TJAF” 


—I,F*—ig[A,,F*]=0 (12. 1. 14) 
(12. 1. 14) 式 又 可 简写 成 Bianchi 恒等式 : 
站 三 (12. 1. 14)， 
从 而 有 
dels (12. 1. 15) 


利用 (12. 1. 15) 式 ,得 出 
D,F*+D Fe +D,F*=9,F*—i[A,,F*]+o Fe 
—i[A;, Fe ] 十 3,F2 一 iLA,,Fw] 
=9,.P%T i AT P| 
+a FT —i[ A T', Fe T°] 
| yo A 
站 
taFwT’ + fosA FT 
0 Po Tod A RT lol 6 
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把 式 (12.1.13) 和 (12. 1. 16) 作 比较 ,立刻 得 
有 (12. 1.17) 
式 (12. 1. 17) 称 为 Bianchi 恒等式 的 张 量 形式 。 
我 们 考察 下 场 运动 方程 (12. 1.13) 式 的 满足 下 式 的 解 ( 根 据 
(3.4.3) 式 ,在 4 维 流 形 中 ,阁下 是 2- 形 式 , 则 x* 下 也 是 2- 形式 ): 
F=AxF (12. 1.18) 
由 于 (12. 1. 14) 式 的 Bianchi 恒等式 成 立 ， 
D .Fe 一 3.Fe 一 ig[A,，,Fw]=0 
则 根据 (12. 1. 18) 式 必定 有 
D Fe 一 D,(OAx F)*=AD,( x F)w 一 0 


从 而 得 知 
D,(x F)*=0 (12. 1. 19) 
利用 (12. 1. 18) 式 再 作 一 次 * 运算 ,又 得 
F=AxF=AxAxF=A:x* x*F (12. 1. 20) 


根据 (4. 1. 24) 式 ,并 取 时 空 维 数 n= 二 4( 偶 数 ), 而 下 是 2- 形 式 ,r 
二 2, 则 又 可 得 
x x F=sign(g)F A (12. 1. 21) 
sign(Cg) 王 一 1,M: 度 规 
(EF 与 M 分 别 代 表 4 维 欧 氏 空间 与 4 维 闵 氏 空间 ) 
把 (12. 1. 21) 式 代入 (12. 1. 20) 式 ,可 得 


(FE 度 规 ) 
到 (12. 1. 22) 
一 A (Mt: 度 规 ) 
于 是 看 到 ,对 于 FE* 度 规 ,要 求 4 土 1: 
x 正二 土 下 ， (12. 1. 23)) 
对 于 M' 度 规 ,要 求人 一 士 i: 
< 下 一 十 ji (12. 1. 23)， 


这 里 的 下 和 x* 下 都 带 有 和 群 指标 ( 见 (12.1.1),(12.1.2) 式 中 的 庆 和 
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* F ,a 是 群 指标 ) ,都 是 取 值 于 某 个 G 群 的 微分 形式 。 

但 要 注意 对 于 M' 度 规 , 要 求 满 足 x* 下 二 土 iF, 则 G 群 不 能 是 紧 
致 李 群 ,而 必须 是 非 紧 致 李 群 ,例如 SL(n,C) 等 。 

另 一 方面 ,对 于 E* 度 规 , 要 求 满足 * 下 三 士民 ,此 时 对 群 C 没有 
限制 ,可 取 C 为 任意 紧 致 李 群 。 

以 下 讨论 瞬 子 解 时 都 将 限于 E* 度 规 的 情况 。 

取 G 为 任何 一 个 紧 致 李 群 。 在 EE 度 规 条 件 下 ,可 作 如 下 定义 。 


定义 12.1.1 
.0 (天 为 自 对 偶 场 )， 
x 一 一 下 (FF 为 反 自 对 偶 场 ) 


在 EF 度 规 前 提 下 ,根据 (12. 1. 21) 式 有 : 
et (12. 1. 24) 


x x 的 本 征 值 为 十 1, * 的 本 征 值 为 士 1。 


定义 12.1.2 
Ft = 元 (F 本 > 


所 以 F=F+++F-,x*xF=Ft+—F- (12. 1. 25) 


由 此 定义 又 可 得 (根据 (12. 1.24) 和 (12. 1. 25) 式 )， 


* P= 一 也 ( Wn * FF) 一 也 ( oo 


二 二 人 23 


1 
2 

自 (12. 1.4) 式 ,在 S 流 形 上 积分 ,利用 (12. 1. 25) 式 ,有 
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ee + 地 | dirFe Fo = | dizTrFAxF 


st 


es 
S4 


人 


= 了 | TCF ARE 一 NRE-—Prt NE FAR) 
st 


(F* ,F- 都 是 偶 形 式 ,所 以 Ft+ 人 F = 二 =F” ARFY+) 


ee A 


i ITF* 1 二 IE- 2) 之 0 (12. 1. 27) 
这 里 ,符号 中 * 的 定义 是 
| Tr(FA * F)= 1 Fl’:>0 (12. 1. 28) 


S4 


在 S; 上 ,FF 和 x 下 都 是 2- 形 式 。 


定义 12.1.3 取 丰 为 曲率 2- 形式 , 则 庞 特 里 亚 金 示 性 类 可 以 
定义 为 (利用 (12.1.25) 式 ): 


a 
在 取 FE" 度 规 的 前 提 下 ,根据 定义 12. 1.1, 得 
下 
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(F ,F 是 2- 形 式 )， 
FiAxFt=F AFt+>F+AxF +F Ax*Ft=0 
于 是 


5- 下 | CTrCF+ 人 xF+) 一 TrCF- A xF-)) 
s4 


按照 (12. 1. 28) 式 的 定义 ,上 式 就 可 写成 
2 
k= (| Fr):—|F- 12) (12. 1. 29) 
8 元 


& 是 一 个 拓扑 不 变量 。 

从 (12.1.27) 式 看 到 , (一 S) 应 有 一 个 下 限 。 这 个 下 限 不 等 于 
零 ,否则 就 得 到 六 =F 二 0, 这 是 一 个 无 意义 的 解 。 为 了 求 出 这 个 
下 限 ,我们 考察 如 下 不 等 式 ( 利 用 (12. 1. 28) 式 ): 


| Tr(F+ x FNCFExF)- LF+txF|: 
S4 


=>0 (12. 1. 30) 


左 方 = | Tr(FAxF|-xFAFiFAF+ixFAxF) 
s4 
2 | a OL 
s4 
Po 
0 os Ye 
a | TI(2F+ AF+—2F- AF-+2F+ AF+ 
S4 
DR (12. 1. 31) 
利用 定义 12.1.1, 即 xF+= 二 Ft+ ,x 下- 二 一 F-, 则 将 (12. 1. 31) 
式 代 入 (12. 1. 30) 式 得 
[By, | TiC(F+AF+—F-AF-) 
S4 
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二 Tr(F+ AR 十 下 AF) 


=2 | TrCF* NN 
st 


ma 
=2C 1 Fr ?+ 1F- |’) 
Ee 


之 0 (T2132) 

自 (12. 1. 27) 式 有 
IF+ :二 + F- 中 := 一 4S>>0 (12. 1. 33) 

自 (12. 1. 29) 式 有 
| FE 一 IF | :=8rxk/g’ (12. 1. 34) 


(12. 1.29) 和 (12. 1. 34) 式 中 的 是 一 个 实数 ,可 正 可 负 。 
回顾 (12. 1. 32) 式 , 取 下 限 上 Ff 土 x* Fl *==0, 则 (12.1.32) 式 给 
出 Fi 和 下 的 如 下 关系 : 
CF?T 十 FFD 十 Ft 一 上 FF :==0 (12.1.35) 
从 (12. 1. 35) 式 又 可 找到 F* ,FF 的 两 组 解 : 
0 
I 二 胃 -二 上 自 对 偶 解 
(2) F+=0, Ff=F- 
所 以 xF 二 x*F 二 一 F 二 一 FR 反 自 对 偶 解 
由 此 可 见 ,下 的 自 对 偶 解 


F=F+=xF (12. 1. 36)) 
和 下 的 反 自 对 偶 解 
F=F-=—xF (12. 1. 36)， 


都 是 S 引出 的 运动 方程 (12. 1. 13) 式 的 解 。 其 中 的 自 对 偶 解 x* 下 一 下 
就 是 以 下 要 讨论 的 瞬 子 解 。 
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定理 12.1.1 在 纯 Y-M 规范 场 理 论 中 ,只 有 在 空间 4 维 , 时 间 
仍 为 1 维 的 情况 下 ,方才 有 静态 孤子 (static soliton) 解 存在 。 

(此 定理 的 证 明 见 Kerson Huang,Quarks Leptons and Gauge 
Fields(1982)) 


以 下 是 规范 场 的 外 微分 形式 及 有 关 规 范 群 和 规范 变换 的 例子 。 
(1) 规 范 群 g 的 变换 矩阵 是 厄 米 和 矩阵 三 ,一 ,，… 并 有 如 下 性质 
(8 是 一 组 很 小 的 数 ) : 


[7 (12. 1. 37) 
QO=0T*,U=e 8... €A(M) 0- 形 式 
(2) 规 范 势 的 矩阵 表示 为 : 
A .一 AT (12. 1. 38) 


A=A,dr’ 二 AtT*dzr*… EAICM) 1- 形 式 
(3) 规 范 势 的 局 域 规范 变换 (9 是 一 组 很 小 的 数 ) : 
8A, =8(A‘T’)=—9,0°T*+gfy0°A‘T’ 
一 一 2.9 一 ig[L0Te AT] 一 一 29 一 1ig[9,A，] 
(12. 1. 39) 
取 8(A)= 二 8CA,dzx*), 则 自 (3) 得 
(4)6(A)=6(A,dzr’)=—9,0 dzx*—igL8,A,dzx*] (12.1.40) 
把 @ 换 成 一 9, 则 (12. 1. 40) 式 写成 : 
8(A)=9,0 dz 十 igLB,A dz 


一 d@ 十 igbA4dzx[T ,T°] 
一 dB 一 ig0A* dz 人 [LT ,TT | 
一 d9 一 igLA,9] (根据 (12. 1. 37)) 
一 Di …€A!(M) 1- 形 式 
所 以 ” Ds,==d 一 ig[A，] (12. 1. 41) 


(5) 规范 场 的 局 域 规范 变换 。 规 范 场 
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] 


F = Fr,T’ dr A dr 2- 形 式 
1 9As 94， a A?* c Ta 2 y 
3 全 : )T gfwAoA‘T" dr Adz 
94 


二 A dz 一 7 A A:T ldx* 人 dz 
=d(AsT*dzr')— 58[LAST’, AsT*Jdrr A dx 
=dA— 5gAdr A Adr 

+ 7gA,dr AAdr 


=dA—58Adr AA,dr’ X2 


=dA—igA A A.… EA?:(M) 2- 形 式 
(12. 1. 42) 
根据 (12. 1. 42) 式 ,可 写 出 规范 场 下 的 规范 变换 


SF —d(8A)— a[L8A,, A, Jdre Adz 
—58[A, ,3A,Jdr A dz 
=d(8A) 8, , 5A, dz A dx’ 


+ 58[A, ,8A, dz Adz 


一 d(3A) 一 igLA ,8A, dz A dx’ 
=d(8A)—igL A,8A] 
一 Di (3A)… EA4A:(CM) 2- 形 式 
所 以 D, 一 d 一 igLA， ] (12. 1. 43) 
对 照 (12. 1. 41) 式 的 Do 与 (12. 1. 43) 式 的 D; ,以 及 (12. 1. 15) 式 
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的 D, 可 以 看 到 它们 有 相同 之 处 如 下 : 


D,=D,=D=d—ig[A，] (12. 1. 44) 
同时 也 有 不 同 之 处 : 
中 D。 只 作用 于 0- 形式, 例如 
@=FT*EAM), DeEAICM) (12. 1. 45) 
Q@D, 只 作用 于 1- 形式 ,例如 
A=A,dr€EA!I(M), DAEA:(M) (12. 1. 46) 


QD 的 作用 可 以 给 出 Bianchi 等 式 的 张 量 形式 (12. 1.17) 式 和 
Bianchi 恒等式 (12. 1. 14);, 式 。 


8$ 12.2 自 对 偶 联 络 ACE Al) 的 模 空间 维 数 


取 联 络 A(A 也 称 为 规范 势 ) ,利用 A 可 导出 规范 场 下 。 如 果 导 
出 的 规范 场 下 是 自 对 偶 的 (F= x F), 则 称 这 个 联络 A 为 自 对 偶 的 
规范 势 ,而 下 = x FF 就 是 瞬 子 解 。 瞬 子 解 的 自 对 偶 性 质 是 一 种 拓扑 
不 变 的 性 质 。 在 作 G 群 变换 后 ,A 一 g (4A); 以 g(A) 为 联络 给 出 的 规 
范 场 Fs 也 是 自 对 偶 的 ,Fe 一 x F,。 

在 所 有 的 提供 自 对 偶 规 范 场 下 的 联络 A 的 矢量 空间 中 , 略 去 规 
范 群 G 的 自由 度 之 后 ,就 可 得 到 自 对 偶 联络 A 的 模 空间 。 以 下 我 们 
讨论 这 个 模 空 间 的 维 数 。 

利用 D。= 二 Di 二 D=d 一 jg[LA， ]( 见 (12.1.44) 式 ) 作 为 微分 算 
子 , 其 中 的 A 也 就 是 自 对 偶 解 的 规范 势 A, 于 是 有 三 步 复 形 如 下 CM 
代表 流 形 ): 

0_->4AoCM) -ALCM) A2_(CMD) ->0 (12. 2.1) 
As CM) 中 包含 所 有 可 能 的 8, 见 (12.1.45) 式 ;AICM) 中 包含 所 有 的 
1- 形 式 D,8, 又 由 于 D。 中 取 的 是 自 对 偶 势 A, 所 以 根据 自 对 偶 势 的 
定义 ,DB@ 也 是 自 对 偶 的 ;A:- (MM) 中 包含 2- 形 式 的 P- DiDi9。 由 于 
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D, 和 D, 中 取 的 都 是 自 对 偶 势 A( 见 (12. 1.44 式 ) 中 的 d 一 igLA， jj， 
所 以 Di Du@ 是 自 对 偶 的 ;但 是 又 由 于 P- 是 反 自 对 偶 投 影 算 符 , 所 以 

P_ DD,8=0 RE 
可 见 As- (M) 中 只 有 一 个 0- 元 素 。 于 是 (12. 2.1) 的 三 步 复 形 又 可 以 
用 图 12. 2. 1 表示 出 来 。 


MA.(M) NM) 42 (M) 


Do P_D， 0_ 元 素 


Imag D, 
Ker D, Imag D, KerP_D 


4 M=0- 形成 的 集合 4 s(M) =1- 形 成 的 集合 
4s-(M) = 反 自 对 偶 2- 形 成 的 集合 
图 12. 2. 1 
杨 - 米 耳 斯 复 形 (Y-M 复 形 ) 如 下 定义 微分 算 子 2 和 2 : 
2,=D,， 9,=P_D， 

仿照 式 (11. 1. 5), 作 Fourier 变换 ,得 到 2 与 9, 的 上 表示 D，。 
与 D。k 关 0 时 ,D, 与 了 DD 也 关 0。 所 以 图 12. 2. 1 的 三 步 复 形 是 一 个 
椭圆 复 形 ( 复 形 定义 要 求 (P_ Di)，D,。 二 0, 参 见 定 义 (11.2.1) 式 和 
图 11. 2. 1, 称 为 Y-M 椭圆 复 形 , 这 个 椭圆 复 形 的 解析 指标 定义 
如 下 : 

Index(D,,Ai(M))= >) Index(D,,Ai(M)) 


1 一 0，1，,2 


=h" —h' Th’ (L252) 


在 这 里 ,我 们 应 用 了 定义 11. 2.4 和 (11. 2. 11) 式 。 
把 (12. 2. 3) 式 与 (11. 2. 11) 式 作对 比 ,就 得 
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站 "一 (一 1)0"dim 互 " (下 ,D) 王 (一 1)"dim Ker D, 
—h!=(—1)'dimH!(E,D)=(—1)'dim Ker D, (12, 2;4) 
h:=(—1)’dimH’:(E,D)=(—1)’dim Ker D， 
已 知 ht 是 上 同调 群 Hh (CM) 的 维 数 ,与 (12. 2. 4) 式 一 致 : 
“= dimH* (M) (人 2 
于 是 可 以 证 明 
Qi) 对 于 不 可 约 化 的 SU(2) 规 范 场 , 产 王 0( 证 明细 方略 去 ) 。 
(ii) 当 有 自 对 偶 瞬 子 解 时 ,使 用 Bochner-Weitzenbech 技巧 又 可 
得 到 天 三 0( 证 明细 节 略 去 )。 所 以 自 (12. 2. 3) 式 得 
Index(D, ,A: (M))=—h (12. 2. 5) 
h" 是 独立 瞬 子 解 的 自由 度 。 
利用 A-S 指标 定理 (11. 2. 31) 式 ,注意 到 D, 与 D 对 应 ,A;(M) 
与 瑟 对 应 ,所 以 (12. 2. 5) 式 又 可 写成 ( 取 流 形 M 为 S'): 
Index(D; ,人 (M)) 


2 
ch( 由 (一 DCM)) 


CT td(T(M)OC) 


= (—1)2"+D | 
M=S4 
ch CA CM 一 ALCM) 十 A2 (MD ) 
el(T(M)) 


二 (一 ] 7) 到 Cn+D) 
M=S1 


.td(T(M)OC) (2 22509 
(12.2.6) 式 中 的 4(CM),4A (M),As_ (M) 与 图 12.2.1 是 一 致 的 。 
对 于 S$ 上 的 复 向 量 从 ,可 以 把 它 复 化 并 利用 分 裂 原 理 写成 : 

TCMWOC=L.@BL DLDL, (12. 2.7) 
于 是 利用 Todd 类 的 (11. 2. 33) 式 的 特殊 性 质 ,可 以 得 
td(T(M)OC)=td(L. 由 二 中 了 DL,) 
=td(L1)*。 td(L1) » td(L,) » td(L,) 
(12. 2. 8) 
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只 有 4 个 ,所 以 目 (11.2.32) 式 可 以 得 


tdCTCOMGC) 一 | )( 儿 ee 本 | ， ) 


二 l—e™/\l—e 1—e” 
(C12 2 9) 
仿照 (10.4.3) 式 ,把 (el(a))? 写成 (eC(T(OM))?, 则 有 
0 yo 0 0 
一 Z。 0 0 0 
(e(T(M))’ = SC 
0 0 Xp 
0 0 一 zx, 0 
所 以 el(T(M))= zx, 125 2 10) 
利用 (12. 2.9) 和 (12. 2. 10) 式 , 取 zi 一 zs,ZXz 一 xs, 则 有 
td(T(M)XC)_ 1 加 人 
e(T(M)) 二 
二 > 
本 Xp Se 
1 1 
or 人 
Ze 十 ?1 十 3 引 十 Z 十 31 十 
_ 1 1 
2 2 2 
1 
EE 
__ 1 
XaXb 
1 
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1 
2 2 a 2 
3 +) (tart) 


(保留 zx, ,zs 在 入 1 的 区 间 的 主要 积分 贡献 ; 略 去 x ,zs 在 不 是 
< 狠 1 的 区 间 的 次 要 积分 贡献 ) 


(1+ 


入 1 1 
TaTi 2 2 
[路 6 4 ) (05 6 4 ) 
| (1 天) 1 一 村)-… (12. 2. 11) 
Cod 1 ( 12 Ee 
至 此 ,我 们 已 找到 了 (12. 2. 6) 式 中 的 好 CTCVMD) 凶 C) 因 子 的 具体 
cCTCMD) 
形式 ,还 需要 进一步 找 出 ch(A2% MD) 一 Al1(MWD) 十 A2_ (CM) ) 的 内 涵 : 
A'=V,®A',A!=V,WA' ,A 一 V OA (12. 2. 12) 


其 中 A ,A" 和 A2 分别 是 S' 流 形 上 的 0- 形式 、1- 形 式 和 反对 偶 2- 形 
式 的 集合 。 在 这 里 , 瞬 子 作为 M 二 S$ 上 的 一 个 向 量 从 ,是 取 值 在 群 
空间 (G) 上 的 ,所 以 复 形 As ,As ,As- 都 是 与 G 群 有 关 的 扭曲 的 复 形 。 
具体 形式 如 下 : 
(1)A" :S' 上 面 0- 形 式 的 集合 (0- 形 式 是 0 维 的 )。A? 二 V6@A? 
是 一 个 平庸 处 ,曲率 为 0， 
ch(A'’)=1 CL 2 
ch 是 陈 特征 标 ,定义 见 (10. 2.7) 式 。 
(2)A!:S' 上 面 1- 形 式 的 集合 ,dim(S4) 王 4。 利 用 复 向 量 丛 分 
裂 原 理 ( 见 (10. 2.8) 和 (10. 2.13) 式 ,在 S: 上 的 复 向 量 从 A! 可 分 解 
为 复线 从 之 和 如 下 : 
A'=L, DBL, DL, DL; (12. 2. 13)， 
ch(A')=ch(L, PDL, DL,DL,) 
=ch(L,)Beh(L,) Deh(L,) DehlL,) 
一 ere 十 e 五 十 ez 十 e 于 (12. 2. 14) 
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(3)A* :S* 上 面 的 * 本 征 值 为 -1 的 反对 偶 2- 形 式 的 集合 。 
为 了 找 ch(C4A- ) ,我 们 考察 S 上 的 人 ,A ,A*。 
S' 上 的 4 有 四 个 基 : 
dzl， dzx,;， dzi， dz (12. 2. 15) 
S 上 的 A” 有 六 个 基 . 
driAdzr,, dzxiAdzxs, dzl 人 dz 


(12. 2. 16) 
dx»; Adzs3, dx» 人 dz ， dzi 人 dzs 
(12. 2. 16) 式 的 对 偶 是 ( 按 偶 奇 排列 取 十 ,一 ): 
x dxi 人 dz 一 dz 人 dz 
x dri 人 dz 一 一 dzy 人 dz 
x dzxi 人 dz 一 dz 人 dzi 
(12. 2. 17) 


x dz A dx; = dzi 人 dz 
x dx» 人 dz 一 一 dz 人 dzi 
x dx; 人 dz 一 dz 人 dz， 
经 过 线性 组 合 ,又 可 得 到 * 的 本 征 值 为 干 1 的 六 个 4- 和 A4+ 
如 下 : 
QD) x (dzitidzx,) A (dzxs—idzxs) 
= x (dzxi A dzxsdzx; 人 dz 十 idzy A dzxs—idzxi Mdzi) 
一 一 dz 人 dz 一 dzl Adzstidzxi A dz 一 1dzy Mdz; 
一 一 (dzl 十 idzs ) A 人 (dz3 一 1dz4 ) 
所 以 es (12. 2. 18) 
©@ x (dzi—~idzx;) A (dx; 二 idzx,) 
= x (dzxi Adzi 十 dz 人 dz 一 1dzy A dzsidzxi A dzs) 
=—dzx, MAdzxi— dzxiAdzxs—idzxi 人 dz 十 1idzy， 人 dz; 
一 一 (dzi 一 idzy ) 人 A(dz 十 idz:) 
所 以 人 (9 
@x*(dzi A dx, — dx; 人 dz ) 
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一 (dz; Adz, 一 dzi 人 人 dz， ) 
一 一 (dz 人 dzy 一 dzi A dx) 
所 以 和 (12. 2.20) 
以 上 中 ,GO ,四 都 取 * 三 一 ,都 属于 人 4- 。 
由 x (dzi 十 idzz ) 人 (dzs 十 idzy ) 
= x (dxi Adzi 一 dz 人 dz 十 idzl 人 dz 十 lidzy 人 dz3 ) 
一 一 dry Adz 十 dzi Adzi 十 lidzy 人 Adzy 十 1dzl 人 dz 
一 一 (dzi 十 idzy ) 人 (dzs 十 idzy ) 
所 以 和 (2 
©) x (dzl 一 idzy ) 人 A 人 (dz3 一 idzy ) 
= x (dzxi 人 A 人 dz; 一 dz 人 dz 一 idzl 人 dz 一 idzy 人 dz3 ) 
一 一 dzy Adz, 十 dzl Adzi 一 idzy 人 Adz3 一 idzl 人 dz 
二 (dzi 一 1dzy) A (dzs—1dx4) 
所 以 和 122 22 
© x (dzxi Adzy 十 dz 人 dz ) 
一 (dz 人 dz 十 dz AM dz,) 
一 (dzl 人 dz 十 dzy 人 dz ) 
所 以 第 (T2223) 
以 上 外 ,加 ,@ 都 取 * 二 十 ,都 属于 A+ 。 于 是 得 知 A 有 中 ,@， 
四 三 组 基 ,4A+ 有 由 ,四 ,@ 三 组 基 。 
现在 回 到 (12. 2. 6) 式 ,并 利用 (10. 2. 8) 式 的 陈 特征 标 性 质 ,就 可 
给 出 : 
ch(CAsr(CM) 一 AsCMD) 十 A。 CM)) 
=ch(As (CM))—ch As (MD)) 十 ch(A。 (MD)) 
(利用 (12. 2. 12) 式 ) 
=ch[V,® A MOA' MBDA -COM)) 
(利用 (10. 2. 8) 式 ) 
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=ch(V,) .ch(A" 一 AI 十 4 )CM) 


(以 下 省 略 (MD) 记 号 ) 
二 ch(V,)， (chA"—chA’' 二 chA:) (12:2. 24) 
4 是 0- 形式 的 集合 , 它 等 价 于 一 个 平庸 从 ,曲率 为 0， 
ch 人 "一 1 ( 见 (12. 2.13)) 式 ) 


A! 是 1- 形式 的 集合 , dim (S') = 二 4。 由 于 分 裂 原 理 ,S' 上 的 
ch(A') 可 写成 . 

ch(A!')=ch(L, DL, DL,OL,)=e™ te “ete ™ 

根据 (10. 2.7) 式 ,z。 和 zs 都 是 虚数 。 

4 是 * 的 本 征 值 为 一 1 的 2- 形 式 的 集合 。 根 据 第 10 章 的 
(10.2.13),(10. 2.14), (10.2.15) 式 , 复 向 量 从 EE 可 以 分 裂 成 为 复 
线 从 的 直 和 ( 见 3 10.2)。 

于 是 ,利用 (12. 2. 18),(12. 2. 19) 式 ,可 以 定义 : 

L, 的 基 为 dz 十 idzs ， L。 的 基 为 dzl 一 idzs 

L, 的 基 为 dx; 十 i dx ， Ls 的 基 为 dzs 一 idz 
其 中 L, ,L。 都 是 复数 。 与 此 不 同 的 是 ,在 (12. 2. 20) 式 中 ,dzl A dz 
一 dzs Adz4 都 是 实数 ,而 且 dz A dz* 一 dr; 人 dz 是 旋转 不 变 的 标 
量 , 可 取 作 1。 于 是 ,加 在 一 起 ,就 得 

42 =L,60L,+L,C0L,+t1 CE2; 2 
从 而 有 
ch(A2: )=chL, * chL,t echL, 。chL 十 chl 
一 e 7 。e% 十 ex 。e 十 ] 
一 1 十 er 5 十 e 7 (12. 2. 26) 
把 式 (12. 2. 13); , (12. 2. 14) , (12. 2. 26) 合 在 一 起 : 
chCA’—Ai 二 A: ) 一 ch(A) 一 ch(A 7) 十 ch(CA2- ) 
一 1 一 (er 十 e 十 e% 十 e ) 
十 (1 十 ee 十 e 1 ) 
。 2059 。 
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Os (Be 
一 2 一 4 十 2 21 art2 a 
加 本 ( 工 = 

2 车 2 着 十 2 < 守 于 人 


(由 于 流 形 S' 是 4 维 的 ,所 以 S$ 上 的 外 乘 最 多 不 超过 4- 形 式 ) 
_ Xi 十 x CC 


12 12 
pt 
二 2X7 一 一 一 
12 
je 
三 元 元 5 一 2 一 志 妈 十 本 万 Zoo 一 EA 
(12. 2. 27) 
再 把 (12. 2. 27) 和 (12. 2. 11) 式 相 乘 ,又 可 得 
0 Al 2 .tdCTCM)COC) _ 
ch(A A 十 A“) “CecTOWMDY Taxp 
1 1 1 
[0 
1 之 四 
ml od | 
二 el xz lr)(1 Te Ol 
rz 人 (一 3 十 可 5) (1 12 和 
et 
ap 
| 2 一 二 (于 十 码 ) 十 志 2 (12. 2. 28) 


流 形 S' 是 4 维 的 ,所 以 上 式 中 元 二 的 左边 不 会 出 现 高 于 4- 形 式 


的 项 。 
回顾 (12. 2. 6) 和 (12. 2. 24) 式 ,并 利用 (12. 2. 28) 式 ,可 得 


td(TCM)COC) 


0 _ Al1 2 
| chCAs CM) 一 Ae(CM) 十 Ae- (M)) TD 


M=S4 
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二 0 1 » ~、td(T(M)OOC) 
| sc (chA"—chA TechA TT 
M=S 

于 | 1 

= | ch(Ve) + (—2— 训 (+) 二 二 zs ) 《12.2.29) 
M= 34 


其 中 Vs 是 SUCN) 群 的 伴随 表示 ,有 N’ 一 1 个 生成 元 ,构成 N: 一 1 
维 的 矢量 空间 。 我 们 取 
ch(Vs)=(N’—1)+2Nky (12. 2. 30) 


7 满足 | 7CM) 王 1, 则 有 
M= S4 
式 (12. 2. 29) 一 | 《CN 一 D 十 2NA) 
M=S4 
(2 一 证 (2 十) 十 也 zz ) 


四 | | 


4 


AT 一 S 


(12. 2. 31) 
(一 2CN? 一 D 是 常数 ,在 | 积分 中 无 贡献 ) 
M=S4 
取 rCM) 为 符号 差 
tM) = | 于 (到 十 双 ) (12. 732) 
M= $4 
又 取 XCM) 为 欧 拉 数 
XM)= | TD (12. 2. 33) 
M=S4 
把 rzCM) 和 XCM) 代 入 (12. 2. 31) 式 就 得 
式 (12. 2.29) 一 一 (MD) CN 一 1) 
+ LxCM CN’—1)—4Nk (12. 2. 34) 


2 
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当 M 王 SS: 时 :r(S) 王 0,XCS) 一 2, 所 以 (12. 2. 34) 式 又 可 定义 为 
式 (12. 2. 29) 一 (NM 一 1) 一 4NR 王 一 几 C12. 2:35 
SU(N):h!=4Nk—(N’—1) 
SU(2):h! =8k—3 


例如 CM'= St) (12. 2. 36) 
SU(3):h!=12k—8 


3 12.3 单 连通 4- 流 形 的 拓扑 分 类 


我 们 考察 紧 致 连通 无 边 曲面 ,在 它 上 面 取 两 条 闭 曲 线 y， 和 
7:。 只 需 作 一 次 简单 形变 ,就 可 以 使 y; 穿 过 为 (不 是 相 切 ， ww 
限 次 穿 过 来 又 穿 过 去 ) 。 把 相交 的 次 数 mod 2, 就 得 到 一 个 数 ,这 
数 只 依赖 于 yi 与 7; 的 同 伦 类 。 

最 简单 的 不 可 定向 的 号 是 RP(2) (= 二 =P?(R)), 它 上 面 有 闭 曲 线 
7Y,Y 的 近邻 区 域 形成 M6bius 带 。 再 取 RP(2) 上 的 另 一 闭 曲 线 y ， 
它 是 7 在 这 个 Mobius 带 以 内 的 一 个 形变 , 则 从 下 图 可 以 看 到 ,y 和 
Y 相交 次 数 mod 2 后 得 1。 

4 


YY 
a> x 二 (1) 1X1 和 矩阵 (12. 3. 1) 


最 简单 的 可 定向 的 卫 是 SIXSI( 环 面 ): 在 SXSI 上 ,yi 与 X71 
属于 同一 个 同 伦 类 , 与 7Y; 也 属于 同一 个 同 伦 类 。yi ,Yi 的 相交 
数 和 7; ,Y， 的 相交 数 mod 2 后 都 是 零 , 见 下 图 。 

Yi1,Y: 的 相交 数 和 六 ,Yi 的 相交 数 mod 2 后 都 是 1, 所 以 得 


L 


1 
| 2X2 和 矩阵 (12. 3. 2) 
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这 里 y 矩阵 就 称 为 相交 型 。 它 的 不 同 
行 和 列 对 应 于 不 同 的 同 伦 类 ,例如 ,yi ,YI 
”属于 同一 个 同 伦 类 ,y,,Y: 属于 男 一 个 同 伦 
”类 ,等 等 。 
类 似 于 (12. 3.1) 和 (12. 3.2) 式 的 w 上 矩 
阵 就 称 为 相交 型 ,w 中 的 不 同 的 行列 对 应 于 不 同 的 同 伦 类 。 例 如 ， 
,YY :属于 同一 个 同 伦 类 , ,y，* 属于 同一 个 同 伦 类 ,等 等 。 
由 于 S: (球面 ) 上 的 闭 曲线 总 可 以 缩 成 一 点 ,所 以 最 小 的 可 定向 
的 三 应 是 S:XS: ,而 不 是 S (因为 S: 总 有 南北 极 的 不 定向 )。 
为 了 推广 到 更 一 般 的 三 ,我 们 要 利用 连通 和 。 
连通 和 (connected sum)。 =A# 吕 是 一 个 连通 和 , 它 是 以 
如 下 方式 把 A 与 B 联接 而 成 的 : 
3 一 (4 一 0 )UCB 一 az) 
反 定 向 


h:90i acs 微分 同 胚 (12. 3. 3) 

Co1 02 分别 是 在 A,B 上 控 去 的 微小 的 一 块 圆 盘 ) 

式 中 ao ,90; 分 别 是 om ,os 的 边缘;h 的 含义 是 把 ac 和 acs 按 相 
反 的 定向 联接 起 来 。 

于 是 ,在 排除 同 伦 平庸 的 S 之 后 ,5 可 以 划分 为 两 大 类 :一 类 是 
不 可 定向 的 ,例如 在 wi (TOM)) 关 0 的 情况 下 , 见 (10. 5.6) 式 ; 另 一 
类 是 可 定向 的 ,例如 在 w,(TCM))==0 的 情况 下 , 见 (10. 5.7) 式 。 

把 前 面 的 讨论 加 以 推广 ,就 知道 它们 的 相交 性 质 可 用 如 下 的 jy 
和 矩阵 (简称 相交 型 ) 来 表示 (其 中 不 同 的 行列 代表 不 同 的 同 伦 类 ) : 

(1) 不 可 定向 的 三 
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奇 形 式 : 对 角 线 上 是 奇数 ， 
王 一 RP(2) #… 间 RP(2) (12. 3. 4) 
(2) 可 定向 的 三 


0 


偶 形 式 : 对 角 线 上 是 偶数 (参看 (12. 3. 2) 式 )， 
3 一 (S XS!')#.#(S! XS!) C12..3:5) 


0 1 
1 0 


定理 12.3.1 两 个 紧 致 连通 曲面 相互 微分 同 胚 的 充 要 条 件 是 
两 者 的 相交 型 等 价 ( 证 明 略 去 )。 


由 此 可 见 ,y 可 以 给 出 非 平庸 3 的 微分 同 胚 性 质 的 分 类 。 

现在 ,把 上 述 讨论 应 用 于 4- 维 流 形 。 

4- 维 紧 致 无 边 的 9 单 连通 流 形 M': 的 特点 首先 在 于 它 的 单 连通 
性 ,导致 基本 群 [CM )= 二 0, 由 此 又 导致 同调 群 遇 ; (MM' ) 二 0。 进 一 
步 根据 Poincare 对 偶 定理 和 H; (Mi') 与 Hi(M:) 的 对 偶 性 质 ( 见 


DD 单 连通 的 Mt 流 形 是 可 定向 的 。 
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(7. 5.1) 式 及 有 关 推 论 ) ,应 该 存在 如 下 关系 
五 (M4 ) 一 万 ; (M4 ) 一 0 (12. 3. 6) 
H,M:,G)=H,(M:,G)=G (12. 3.7) 

显然 (12. 3. 6) 和 (12. 3.7) 式 对 于 M' 流 形 分 类 并 不 能 提供 信 
息 , 所 以 在 M' 上 提供 信息 的 同调 群 必定 只 能 是 H;(M')， 

设 有 上 维 流 形 F* 和 9 维 流 形 Fr 及 天 ,Fe CAM t+"。 寿 闭 子 流 
形 Fr 与 G 横 截 相交 , 则 在 上 述 维 数 限制 下 ,必定 相交 于 有 限 个 点 。 
因此 ,在 M' 中 两 个 横 截 相交 的 2 维 闭 曲面 相交 于 有 限 个 点 。 

类 似 于 2 维 互 的 情况 ,在 4 维 的 M' 上 也 可 以 定义 两 维 面 下 与 
两 维 面 G 的 相交 数 (intersection number) 。 以 下 举 两 个 Mt 的 例子 ， 
并 注意 到 单 连通 的 M' 流 形 是 可 定向 的 : 

(1) S ;HH:(S*,z) 二 0, 与 3 6.2 例 1 的 情况 相同 ,所 有 环 路 的 相 
交 数 为 零 ,所 以 S' 是 一 个 单 连通 流 形 。 

(2) S* XS’.;H(S* XS,z) 的 标准 生成 元 是 嵌入 的 SX {点 } 和 
(点 }XS*。 两 者 的 自身 相交 数 为 零 ,两 者 的 相互 相交 数 为 1。 

M*' 上 的 Hi(S’ XS,z) 与 M 上 的 Hi(S' XS ,z) 有 类 似 之 处 。 
例如 五 ;(S' XS',z) 的 标准 生成 元 是 租 入 的 S Xt{ 点 } 和 {点 } XS’'。 
两 者 的 自身 相交 数 为 零 ,两 者 的 相互 相交 数 为 1。 见 图 12. 3. 1,a= 
S'X( 点 ),6 二 {点 } XS : 


a.b 相 交 数 =1 a.a 相 交 数 =1 bb 相交 数 =1 


图 12. 3.1 
仿照 (12. 3. 3) 式 ,4- 流 形 的 连通 和 M“* 一己 #Q 可 定义 如 下 : 


OD 


内 多 数学 物理 中 的 微分 几何 与 杯 朴 学 


用 人 下 【有 二 所 站 ;7 U (Q 一 InDy; ) 
| (12. 3. 8) 


反 定 向 


h: aInDt 9InD; ”微分 同上 及 

如 果 P,Q 都 是 单 连 通 的 , 则 连通 和 了 P#Q 也 是 单 连 通 的 (其 中 
InDi 和 InD: 分 别 是 在 P,Q 上 挖 去 的 微小 的 一 块 ;而 9InDt 和 3InD: 
分 别 是 InDi 和 InD; 的 边缘 ;h 的 含意 则 是 把 9InDi 和 9InDs 按 相 反 
的 定向 联接 起 来 )。 

排除 同 伦 平庸 的 S' ,Mr' 可 以 按 如 下 的 相交 型 (矩阵 ) 来 分 类 。 
我 们 注意 到 ,w 矩阵 限于 非 正定 的 矩阵 ,yw 的 行列 式 并 不 都 大 于 零 ， 
它们 的 分 类 如 下 。 

I] 类 相交 型 : 

LD%…DID— D0%…OD—1) 
1 


0 
1 
一 C12 3 9 
一 1 
0 
一 1 
奇 形 式 (对 角 取 奇数 ) 
M: 二 CP? 间 … 间 CP?#CP?#…#CP: (12. 3. 10) 


由 于 要 求 非 正定 ,必须 既 有 CP: 又 有 CP ,所 以 中 必须 既 有 
(1) 又 有 (一 1), 见 (12. 3.9) 式 。 
[类 相交 型 ; 
u LHO…@DHODE:D…OE, 
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1 0 0 
0 1 0 1 
1 0 i | 
Es 
0 
Fs) 
(12. 3. 11) 
偶 形 式 ( 对 角 取 偶数 ) 
MO(S’XS)#.…#(S: XS)#E,#..#HE: (12. 3. 12) 
由 于 要 求 非 正定 ,必须 至 少 有 一 个 (SXS), 也 即 jy 中 至 少 有 一 


0 1 
A 1 1 ( 见 (12. 3.2) 式 的 2X2 矩阵 相交 数 等 于 1 的 例子 ): 


以 上 (12.3.10) 式 的 CP? 和 CP?, 以 及 (12.3.12) 式 中 HH= 


0 1 
. ,| 一 XSr( 见 02.3.2) 式 和 图 12 3.1 的 a,b 相交 数 二 1 的 例 


子 ) 都 是 已 有 定义 的 。(12. 3. 11) 式 中 的 Es 则 定义 为 : 


2 1 
0 eo Ee, 
L000 
Es 人 人 
000 121 10 
000 0 12 .00 
ea i 
000 .000 12 
注意 Es 式 中 的 非 零 非 对 角 和 矩阵 元 恰好 与 Cartan 分 类 的 E。 
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的 下 列 Dynkin 图 一 致 : 


(12. 3. 14) 


在 (12. 3. 14) 式 中 ,使 E 中 的 行 与 行 交换 , 列 与 列 交换 ,可 得 


0 0 0 0 0 0 


1 


0 0 0 0 0 


0 0 0 0 


2 1 0 0 0 


OO OO oo” oOo eq 
OO OO A 
OO Oo om do 
OO co ~ OQ 
mm QO DDO 
SS OO OO of NN mm rd OO 
CN A A OO 
©O oO Am oo oo 
一 O OD 
SR OS 
OO OO OO 
> mB oo oO oo 
©O © oo 
一 oo 一 一 
村 
OO ©O ©O DS 一 
一 4 
| 二 
中 


7 
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2 


HH 


2 1 0 0 0 0 0 


1 


1 
0 


1 0 0 0 0 
2 
1 


2 


0 0 
1 1 


1 
2 


2 
0 
Fr、 


0 


0 
1 


0 0 1 
0 0 0 


0 
0 


OO © 


0 


1 0 0 0 0 


1] 2 10 0 0 0 
0 .0 1 2 


0 


1] 0 0 0 


1] 2 0 1 


0 0 0 0 
0 .0 0 0 0 


OO OO OO OO 于 OO OO A 
OO OO OO OO OO 一 QO OO 
O OO OO OO ~ QQ 一 OO 
O OO OO 一 QA 一 OO 
OO OO 于 TT NN ~ OO OO OO 
OO 一 QQ 于 OO OO ©O oO 
TT NN 下 OO OO OO OO oO 
CN THT OO OO OO OO OO oO 
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2 1 0 0 0 0 0 0 
l] 2 1 0 0 0 0 0 
0 1 2 1 0 0 0 0 
0 0 1 2 1 0 0 0 
一 a (12.3: 15) 
0 0 0 0 1 2 1 0 
0 0 0 0 0 1 2 0 
0 0 0 0 1 0 0 2 


注意 (12. 3. 15) 式 中 EF: 矩阵 的 第 一 、 第 三 和 第 五 种 相互 等 价 
的 形式 都 是 对 角 线 对 称 的 。 


9 12.4 Donaldson 定理 


设 M' 是 一 个 紧 致 单 连通 定向 光滑 的 4- 流 形 , 而 且 它 的 相交 形 
式 pw 是 正定 的 , 则 pv 必定 等 价 于 对 角形 式 , 即 
1 0 
UM 和)D…OU1)= (12. 4. 1) 
0 1 
这 就 是 Donaldson 定理 ,在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 先 考 察 一 下 这 个 
M'4 维 流 形 上 存在 的 SUC(2) 群 的 & 二 1 的 瞬 子 (Y-M 自 对 偶 解 )。 此 
瞬 子 解 的 模 空间 为 5- 维 流 形 XU( 见 (12. 2. 36) 式 SU(2):& 王 1 时 , 模 
空间 的 维 数 二 8 一 3 二 5) ,而 且 这 个 瞬 子 还 有 如 下 性 质 : 
(1).AH 上 有 nn 个 奇 点 (pi,pzs sy**…*,pi)EANM。 而 且 A 一 (pi,p;:,，*…， 
p;) 是 光滑 (可 微分 ) 的 5- 维 流 形 。 
(2) 每 一 个 奇 点 p, 的 邻近 区 域 的 形状 是 一 个 CP? 锥 , 锥 的 顶点 
就 是 奇 点 p, , 锥 的 底 边 (4- 维 ) 是 一 个 CP(2) 。 
(3) A 是 定向 的 , 见 图 12. 4. 1 的 箭头 。 
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(4) M— (pi ，p2 ，;"… ;pp, ) 关 名 ， 即 5- 维 流 形 A 是 存在 的 ,而 且 包 

含 一 个 领口 (0, 人 ]XM4:C.V, 这 个 领口 下 开 上 闭 ( 见 图 12. 4. 1) 。 
(5) 一 《UM: 是 紧 的 。 由 于 A 的 下 端 装 上 了 M4 ,所 以 A 


中 包含 的 领口 是 [0,X4]XM'C A。 


图 12. 4.1 
图 12. 4. 1 中 的 粗 线条 表示 .《 是 紧 的 ;在 XA 旁边 的 箭头 表示 
定向 。 
在 A 上 截 去 所 有 奇 点 训 Gi 一 1,2,…,m) 邻 近 的 锥 面 C ,就 又 
得 到 图 12. 4. 2 。 


图 12. 4.2 


12.4. 2 中 的 KA 一 UC 是 一 个 定向 的 5- 维 流 形 ; M' 和 
士 CP(2) 士 CP(2)… 士 CP(2) 是 这 个 5- 维 流 形 的 边 。 此 处 CP(2) 的 


(n 个 土 CP(2)) 


定向 并 不 一 定 都 相同 ,所 以 CP(2) 前 有 土 号 。 


2 
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1. 协 边 关系 


例 1 图 12.4.3 中 的 箭头 代表 - 的 定向 。 于 是 看 到 : 

(1) Mi 的 定向 与 t 的 定向 相同 ,对 于 Mi 应 取 十 号 。 

(2) Mi 的 定向 与 从 的 定向 相反 ,对 于 Mi 应 取 一 号 。 
合 起 来 就 得 到 人 的 边 3-4 : 


a =MiU((—Mi) (12. 4. 2) 
这 就 是 Mi 与 一 Mi 的 协 边关 系 ,9 从 代表 .从 的 边缘 。 
Mi Mi Mi! 一 MA; 
Mt M5 M: 5 Ms 
12. 4. 3 


图 12. 4. 4 
例 2 如 图 12.4.4 利用 图 12. 4.2。 由 于 CP(2) 的 定向 可 正 可 
负 , 所 以 应 该 得 
a MK — UC )=M+tCP(2) + +t CP2) (12. 4. 3) 
这 就 是 Mf 与 土 CP(2) 土 … 土 CP(2) 的 协 边关 系 。CP(2) 的 定向 可 
正 可 人 负 , 所 以 写 士 CP(2)( 有 限 个 奇 点 ,有 限 个 士 CP(2))。 


2. 协 边 定理 


有 上 述 协 边关 系 的 各 个 边 的 符号 差 (signature) 之 和 为 0。 可 以 
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利用 前 面 两 个 例子 的 协 边 关系 来 说 明 这 个 性 质 。 把 Q 的 符号 差 写 
成 vcCQ) , 则 有 (Q 代表 边缘 ) : 
ICQ62 ) 一 5CQw ) 一 (CQ ) 一 0 (12. 4. 4) 
其 中 
一 CCQ ) 一 5CQ-M ) (12. 4. 5) 
在 图 12. 4. 4 中 ,MN 的 边缘 是 M4 和 十 CP(2) 土 … 土 CP(2), 依 
次 前 去 图 12. 4. 1 的 尖 角 UC 二 Cn 十 Co 十 … ,就 得 
9( Ms — UC, )=M'+tCP(2)++CP(2) (12. 4. 6) 
其 中 CP(2) 的 定向 并 不 一 定 都 相同 ,所 以 写成 十 CP(2)。 , 
注意 ”这 里 只 出 现 CP(2) #… 间 CP(2), 但 并 不 出 现 CP(2)# 
… 井 CP(2) ,所 以 根据 (12. 3.9) 和 (12. 3. 10) 式 ,得 


pw 安 | =(1)B(1)D…D1 (2.4.7) 


1 
与 (12. 4. 1) 式 一 致 ,说 明 Donaldson 定理 成 立 。 


NI2.5 Taubes 定理 


Tanbes 定理 设 AM 是 一 个 光滑 的 单 连通 4- 维 流 形 , 它 的 光 背 
的 周期 性 的 一 端 拓扑 间 肽 于 Ss XR。 若 日 ; (M+ ,2Z) 具 有 正定 么 模 相 
交 形 式 , 则 这 个 形式 中 的 z 可 以 对 角 化 ,2 


@ Tanbes 定理 的 证 明 见 SELF-DUAL YANG-MILLS CONNECTIONS ON NON- 
SELF-DUAL 4-MANIFOLDS, DIFFERENTAL GEOMETRY ,17(1982). 
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以 上 的 = 是 整数 ,所 以 流 形 z 不 属于 光滑 流 形 的 范畴 。 对 于 所 


有 的 0<r<s<1,R 和 Rs 并 非 微 分 同 胚 。 这 些微 分 不 同 胚 的 玉 .， 
及 ,一 般 称 为 TaubesR!， 


* 274。 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


数学 物理 中 的 微分 几何 与 拓扑 学 / 汪 容 著 ， 一 杭 
州 :浙江 大 学 出 版 社 ，2010. 12 

ISBN 978-7-308-07818-4 

IT.@ 数 … 本. @ 汪 … 焉 .四 微分 几何 四 拓扑 NN. 


D018 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2010) 第 139416 号 


数学 物理 中 的 微分 几何 与 拓扑 学 


汪 容 


责任 编辑 
出 版 发 行 


> 
TT 


印 


了 庆 革 天 导 记 冰 当 
他 刁 污 潍 染 讨 思 二 


版 权 所 有 


徐 素 君 

浙江 大 学 出 版 社 

(杭州 市 天 目 山 路 148 号 ”邮政 编码 310007) 
(网 址 :http://www. zjupress. com) 

杭州 中 大 图 文 设计 有 限 公 司 

杭州 日 报 报 业 集团 盛 元 印 务 有 限 公司 
880mm X1230mm 1/32 

9 

242 千 

2010 年 12 月 第 1 版 2010 年 12 月 第 1 次 印刷 
ISBN 978-7-308-07818-4 

25. 00 元 


翻印 必 究 。” 印 装 差错 负责 调换 


浙江 大 学 出 版 社 发 行 部 邮购 电话 (0571)88925591 


